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Uvod
Bernhard Riemann bio je njemacˇki matematicˇar koji je djelovao sredinom 19. stoljec´a.
Smatra ga se jednim od najvec´ih matematicˇara svijeta i cˇovjekom s dubinskim uvidom
u esencijalnu ujedinjenost matematike. Zaduzˇio je brojna podrucˇja matematike, od kojih
najznacˇajnije analizu, teoriju brojeva i diferencijalnu geometriju.
16. prosinca 1851. godine obranio je doktorski rad “Temelji generalne teorije funk-
cija kompleksne varijable” pod mentorstvom velikog Johanna Carla Friedricha Gaussa.
Riemannova doktorska disertacija sastoji se od tri dijela. U prvom dijelu je geometrijski
proucˇavao svojstvo holomorfnosti funkcije. Preciznije, pokazao je da je uvjet holomorf-
nosti funkcije ekvivalentan uvjetu konformalnosti do na tocˇke domene u kojima je deri-
vacija funkcije jednaka nuli. U ostatku rada, ideja vodilja mu je bila promotriti analiticˇke
funkcije, ne na ravnini, nego (kako je sam Riemann rekao) “...na plohi prosˇirenoj po rav-
nini.” U generalnom istrazˇivanju tog pitanja, Riemann se okrenio topologiji. Utvrdio je da
se ponasˇanje analiticˇke funkcije na nekoj plohi mozˇe reducirati na proucˇavanje funkcija na
jednostavno povezanim domenama i na odredivanje skokova funkcije na rezovima grana-
nja, to jest krivuljama u kompleksnoj ravnini na kojima analiticˇke funkcije koje poprimaju
visˇe vrijednosti u tocˇki imaju prekid. Da bi to dokazao, proveo je temeljito istrazˇivanje
koje je vodilo do prvih rezultata o Riemannovim plohama. [8]
Nakon njihovog zacˇetka, Riemannove plohe su nasˇle primjenu u mnogim podrucˇjima
matematike. Njihovo mjesto u Langlandsovom programu odgovara Riemannovoj ideolo-
giji o ujedinjenosti matematike.
U korijenima Langlandsovog programa su tesˇke slutnje iz teorije brojeva za koje je
matematicˇar Robert Langlands 1967. godine naslutio da se mogu rijesˇiti metodama har-
monijske analize - preciznije, proucˇavanjem automorfnih funkcija. Prirodno se postavlja
pitanje kako pristupiti rjesˇavanju tih slutnji. Jedna moguc´nost je nastaviti marljivo raditi u
podrucˇju, dok se kao druga moguc´nost, zbog vec´ uocˇenih veza teorije brojeva i harmonijske
analize, namec´e potraga za slicˇnim strukturama i vezama u drugim podrucˇjima matema-
tike. Pokazalo se da se koncepti u teoriji brojeva mogu povezati s geometrijom. U tome je
kljucˇnu ulogu imao Andre´ Weil uocˇivsˇi da su most izmedu teorije brojeva i Riemannovih
ploha u geometriji krivulje nad konacˇnim poljima. Veza krivulja nad konacˇnim poljima i
Riemannovih ploha sastoji se u tome da rjesˇenja algebarske jednadzˇbe mozˇemo potrazˇiti
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u prirodnim brojevima modulo neki prost broj ili u kompleksnim brojevima. Kako c´emo
vidjeti u radu, rjesˇenja jednadzˇbe y2` y “ x3´ x2 nad kompleksnim brojevima odgovaraju
torusu, koji je jedan od osnovnih primjera Riemannovih ploha. [3]
Teorija Riemannovih ploha koju izlazˇemo u radu sastoji se od uvodenja pojma Rieman-
novih ploha i osnovnih primjera istih. Zatim se proucˇavaju preslikavanja medu Rieman-
novim plohama i prenose se teoremi kompleksne analize nad C na funkcije definirane na
Riemannovim plohama. U drugom poglavlju rada govorimo o integraciji na Riemannovim
plohama. Da bismo mogli integrirati, moramo definirati diferencijalne forme. Konstrukcija
se provodi na slicˇan nacˇin kao u R2, do na cˇinjenicu da Riemannova ploha samo lokalno
izgleda kao podskup od C – R2 pa moramo uskladiti definiciju ovisno o svakoj karti sa
Riemannove plohe u C. [7] i [2] su glavna literatura po kojoj je rad pisan. U svakom
poglavlju su rijesˇeni dodatni zadaci iz istih knjiga za temeljitije razumijevanje obradene
teorije.
Poglavlje 1
Riemannove plohe
1.1 Definicija Riemannovih ploha i osnovni primjeri
Neka je X topolosˇki prostor. Kao sˇto smo spomenuli u uvodu, na X zˇelimo definirati
kompleksne funkcije. To nam sugerira da bi lokalno X trebao biti koordinatiziran.
Definicija 1.1.1. Kompleksna karta na X je homeomorfizam φ : U Ñ V, gdje je U Ă X
otvoren skup u X, a V Ă C otvoren skup u kompleksnoj ravnini. Za kartu φ kazˇemo da je
centrirana u p P X ako je φppq “ 0.
Pogledajmo jedan jednostavan primjer karte na X “ R2.
Primjer 1.1.2. Za proizvoljni otvoreni skup U Ă R2 definirajmo φUpx, yq “ x ` iy. Jasno
je da se radi o homeomorfizmu uz inverz φ´1U px` iyq “ px, yq.
Napomena 1.1.3. i) Uocˇimo da je restrikcija karte takoder karta. Preciznije, za U1 otvoren
podskup od U i kartu φ : U Ñ V na X, φ|U1 : U1 Ñ φpU1q je kompleksna karta na X.
ii) Kartu φ : U Ñ V zovemo lokalna koordinata tocˇke x P U zbog cˇega cˇesto koristimo
slovo z umjesto φ.
Primjer 1.1.4. Neka je φ : U Ñ V kompleksna karta na X i ψ : V Ñ W holomorfna
bijekcija dva otvorena skupa u kompleksnoj ravnini. Tada je ψ ˝ φ : U Ñ W takoder karta
na X. Neprekidnost inverza slijedi po teoremu kompleksne analize o holomorfnosti inverza
bijektivne holomorfne funkcije. Na ovu operaciju mozˇemo gledati kao zamjenu koordinata
na X.
Htjeli bismo da kompleksne funkcije definirane na X budu analogoni holomorfnih i,
opc´enitije, meromorfnih funkcija na C. No, x P X se mozˇe nac´i u domeni mnogih ka-
rata na X. Da bismo mogli dobro definirati holomorfnost funkcije na X i prenijeti teoreme
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kompleksne analize u teoriju Riemannovih ploha, o cˇemu c´e biti rijecˇi u sljedec´im potpo-
glavljima, uvodimo sljedec´u definiciju:
Definicija 1.1.5. Neka su φ1 : U1 Ñ V1 i φ2 : U2 Ñ V2 dvije kompleksne karte na X.
Kazˇemo da su φ1 i φ2 kompatibilne ako je U1 X U2 “ H ili je φ2 ˝ φ´11 : φ1pU1 X U2q Ñ
φ2pU1 X U2q holomorfna. Funkciju T “ φ2 ˝ φ´11 zovemo funkcija prijelaza izmedu dvije
karte.
Primjer 1.1.6. Uz oznake iz primjera 1.1.4. karte φ i ψ ˝ φ su kompatibilne.
Sada smo u moguc´nosti definirati kompleksnu strukturu na X kojom osiguravamo da
na okolini svake tocˇke x P X postoji karta kojom definiramo koordinate.
Definicija 1.1.7. Kompleksni atlas A na X je familija A “ tφα : Uα Ñ Vαu medusobno
kompatibilnih karata tako da vrijedi X “ Ťα Uα. Dva kompleksna atlasa A i B su u
relaciji ako je svaka karta iz jednog kompatibilna sa svakom kartom iz drugog. Lako se
provjeri da se radi o relaciji ekvivalencije.
Kompleksna struktura na X je klasa ekvivalencije kompleksnih atlasa na X.
Napomena 1.1.8. Treba primijetiti da je kompleksna struktura jedinstveno odredena kom-
pleksnim atlasom na X zbog cˇega se obicˇno tako i zadaje.
Konacˇno, definirajmo Riemannovu plohu:
Definicija 1.1.9. Riemannova ploha je povezan Hausdorffov topolosˇki prostor X koji za-
dovoljava drugi aksiom prebrojivosti te je na njemu zadana kompleksna struktura. Ako je
X i kompaktan, govorimo o kompaktnoj Riemannovoj plohi.
Napomena 1.1.10. Zahtjev da X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti je prirodan na
nacˇin da sve Riemannove plohe koje mozˇemo pronac´i na primjer u Cn imaju prebrojivu
bazu. Takoder, ako kompleksna struktura na X mozˇe biti definirana prebrojivim atlasom,
onda X mora zadovoljavati drugi aksiom prebrojivosti. To slijedi iz cˇinjenice da C ima
prebrojivu bazu B, φn : Un Ñ Vn iz prebrojivog atlasa su homeomorfizmi pa po definiciji
imaju neprekidne inverze i X “ ŤnPN Un . Tada familija tφ´1n pBq : n P N, B P Bu je
prebrojiva i cˇini prebrojivu bazu za X.
Napomena 1.1.11. Ako je X Riemannova ploha, onda pod ”karta na X” c´emo smatrati
kompleksna karta koja pripada nekom atlasu iz kompleksne strukture na X.
Primjer 1.1.12. X “ R2 te neka je kompleksna struktura S zadana atlasom koji smo
spomenuli u primjeru 1.1.2., tφUpx, yq “ x ` iy : U Ă R2otvorenu. Tada je X sa S
Riemannova ploha. Nazivamo ju kompleksna ravnina.
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Prvi nacˇin definiranja Riemannovih ploha koji sugerira definicija bi bio da na zadanom
topolosˇkom prostoru X definiramo kompleksnu strukturu. Medutim, pri konstrukciji kon-
kretnih primjera jednostavnije je familiju bijekcija zadati na skupu X pa preko funkcija u
familiji inducirati topologiju na tom skupu i zatim provjeriti ostala svojstva koja topolosˇki
prostor mora zadovoljavati da bi bio Riemannova ploha. Slijedi opis kako precizno to
napraviti:
Lema 1.1.13. i) Neka je X topolosˇki prostor i tUαu otvoreni pokrivacˇ od X. Tada vrijedi:
U Ă X je otvoren u X ô skupovi Uα X U su otvoreni u Uα za svaki α iz indeksnog skupa
pokrivacˇa.
ii) Neka je X skup i tUαu familija podskupova od X takva da su dane topologije za svaki
Uα. Tada je skup T “ tU Ă X : Uα X U otvoren u Uαu topologija na X.
Dokaz. i) Ako je U otvoren u X, onda je jasno svaki Uα X U otvoren u X kao presjek dva
otvorena skupa u X. Za dokaz drugog smjera primijetimo: U “ U X X “ Ťα Uα X U.
Svaki UαXU je otvoren u Uα pa je jednak presjeku Uα i nekog otvorenog skupa u X. Kako
su oba otvorena, radi se o otvorenom skupu. I njihova unija je otvorena pa imamo da je U
otvoren.
ii) Tvrdnju treba provjeriti po definiciji topologije:
1) X,H su u T jer su Uα,H iz topologije na Uα za svaki α.
2)
Ť
iPI Vi P T za proizvoljnu familiju tViu Ă T jer p
Ť
iPI Viq X Uα “
Ť
iPIpVi X Uαq je iz
topologije na Uα za svaki α.
3)
Şn
i“1 Vi P T jer p
Şn
i“1 Viq XUα “
Şn
i“1pVi XUαq je iz topologije na Uα za svaki α. 
Pretpostavimo da nam je dana familija bijekcija tφα : Uα Ñ Vαu, gdje su Uα pod-
skupovi od X, a Vα otvoreni poskupovi od C. Na Vα imamo topologiju nasljedenu od C.
Skup U u Uα definiramo otvorenim ako i samo ako je φαpUq otvoren u Vα. Sada mozˇemo
primijeniti drugu tvrdnju gornje leme i zakljucˇiti da je familija T “ tU Ă X : Uα X U
otvoren u Uαu topologija na X. Sumirajmo nacˇin zadavanja Riemannove plohe:
‹ Zadamo skup X.
‹ Pronademo prebrojivu familiju podskupova od X tUαu koji pokrivaju X.
‹ Za svaki α pronademo bijekciju φα : Uα Ñ Vα za Vα otvoren podskup od C.
‹ Provjerimo da je za svaki α, β φαpUα X Uβq otvoren u Vα. Time smo definirali
topologiju na X prema gornjim primjedbama te da je Uα otvoren za svaki α i
da su φα po definiciji karte.
‹ Provjerimo da su karte medusobno kompatibilne i da je X povezan i
Hausdorffov topolosˇki prostor.
Nakon sˇto znamo sˇto su Riemannove plohe i kako se mogu konstruirati, pogledajmo
osnovne primjere istih.
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Riemannova sfera
Slika 1.1: S 2 [6]
U ranijem tekstu smo za primjer Riemannove plohe spomenuli kompleksnu ravninu:
pR2, tφUpx, yq “ x` iy : U Ă R2 otvorenuq.
Riemannova sfera je kompaktifikacija kompleksne ravnine. To mozˇemo shvatiti intuitivno,
ali i doslovno, koristec´i topolosˇki pojam kompaktifikacije topolosˇkog prostora. Dakle, na
X “ CY8,8 R C, definiramo topologijuTYtCzKYt8uu, gdje jeT euklidska topologija
na C. S ovom topologijom X je kompaktan Hausdorffov topolosˇki prostor i homeomorfan
je sa sferom S 2 u R3. Ove cˇinjenice su dio elementarne topologije i njihovi dokazi se mogu
pronac´i u [9]. Riemannovu sferu c´emo definirati na josˇ dva nacˇina, a zatim c´emo pokazati
da su sva tri uvedena topolosˇka prostora homeomorfna.
Neka je S 2 jedinicˇna sfera u R3, S 2 “ tpx, y,wq P R3 : x2 ` y2 ` w2 “ 1u, prikazana
na slici 1.1. Definiramo kartu φ1 : S 2ztp0, 0, 1qu Ñ C projekcijom tocˇaka sa sfere iz tocˇke
p0, 0, 1q na xy-ravninu pri cˇemu poistovjec´ujemo C i R2: φ1px, y,wq “ x1´w ` i y1´w . Lako
se provjeri da je φ´11 dan formulom: φ
´1
1 pzq “ p 2Repzq|z|2`1 , 2Impzq|z|2`1 , |z|
2´1
|z|2`1q. Na slicˇan nacˇin defi-
niramo kartu φ2 formulom: φ2px, y,wq “ x1`w ´ i y1`w , gdje smo kompleksni broj dobiven
projekcijom iz p0, 0,´1q na xy-ravninu konjugirali da bi funkcija prijelaza medu kartama
bila holomorfna. φ´12 je dan formulom: φ
´1
2 pzq “ p 2Repzq|z|2`1 , ´2Impzq|z|2`1 , 1´|z|
2
|z|2`1q. Lako se provjeri
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da je T : Czt0u Ñ Czt0u, T “ φ2 ˝φ´11 pzq “ 1z . Na ovaj nacˇin smo definirali koordinatu za
svaku tocˇku na S 2 i osigurali da na preklapanju domena karata imamo holomorfnu funkciju
za zamjenu koordinata. S 2 s relativnom topologijom na R3 i sa kompleksnom strukturom
induciranom atlasom tφ1px, y,wq “ x1´w ` i y1´w , φ2px, y,wq “ x1`w ´ i y1`wu je kompak-
tna Riemannova ploha koju oznacˇavamo C8. Jer je R3 Hausdorffov topolosˇki prostor koji
zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, isto vrijedi i za S 2. Takoder, S 2 je povezan i kom-
paktan.
Prisjetimo se, projektivni pravac, CP1 je skup jednodimenzionalnih potprostora od C2.
Za skup tpλz, λwq : λ P Czt0uu, gdje su z i w fiksni kompleksni brojevi, ne oba 0, koristimo
pokratu rz : ws. Slijedec´i gornje upute, definiramo Riemannovu plohu:
U0 “ trz : ws : z ‰ 0u, U1 “ trz : ws : w ‰ 0u
φ0 : U0 Ñ C, φ0prz : wsq “ wz i φ1 : U1 Ñ C, φ1prz : wsq “ zw
Dobra definiranost preslikavanja je jasna. Lako vidimo da su φ0 i φ1 bijekcije. Pogledajmo
na primjer za φ0:
‹ surjekcija je jer za predstavnike elemenata od U0 mozˇemo uzeti r1 : ws pa φ0pr1 :
wsq “ w, @w P C.
‹ injekcija je jer ako w1z1 “ w2z2 , onda rz1 : w1s “ rz1 : z1w2z2 s “ rz2 : w2s
Takoder, φ0pU0 X U1q “ C˚ sˇto je otvoren podskup od C.
φ0 ˝ φ´11 : C˚ Ñ C˚, φ0 ˝ φ´11 psq “ 1{s je holomorfno preslikavanje pa su karte kompati-
bilne.
CP1 je povezan jer je unija skupova U0 i U1 koji su povezani i imaju neprazan presjek.
Povezanost svakog od tih skupova slijedi iz povezanosti od C jer je φ0 homeomorfizam.
Kada bi postojala separacija pV0,V1q skupa CP1, onda jer su U0 i U1 povezani i imaju
neprazan presjek moraju biti oba sadrzˇani u tocˇnom jednom Vi, i “ 0, 1 sˇto je kontradikcija
s definicijom separacije (oba su neprazni skupovi).
CP1 je Hausdorffov jer ako su p, q P U0 ili p, q P U1 onda postoje disjunktni otvoreni
skupovi kojima ih mozˇemo razdvojiti jer su Ui, i “ 0, 1 Hausdorffovi. To opet slijedi jer
je C Hausdorffov i φi, i “ 0, 1 homeomorfizmi. Za slucˇaj kada je p P U0zU1 i q P U1zU0,
vidimo da p “ r1 : 0s i q “ r0 : 1s. Tada su φ´10 pKp0, 1qq i φ´11 pKp0, 1qq, Kp0, 1q Ă C
otvorena jedinicˇna kugla, otvoreni i disjunktni u CP1 jer φ´10 pKp0, 1qq “ tr1 : ws : |w| Pr0, 1qu, a φ´11 pKp0, 1qq “ trz : 1s : |z| P r0, 1qu te φ´10 pKp0, 1qq sadrzˇi p, a φ´11 pKp0, 1qq
sadrzˇi q.
CP1 je kompaktan jer je CP1 “ φ´10 pK¯p0, 1qq Y φ´11 pK¯p0, 1qq. Praslika kompaktnog
skupa po homeomorfizmu je kompaktan skup i unija dva kompaktna skupa je kompak-
tan skup. Josˇ preostaje provjeriti da vrijedi skupovna jednakost. Skup na desnoj strani
jednakosti je jasno podskup skupa na lijevoj strani, a obratna inkluzija slijedi iz:
‹ ako je z “ 0 ili w “ 0, onda su predstavnici redom r0 : 1s, r1 : 0s
‹ ako je z ‰ 0 i w ‰ 0, i neka je na primjer |z| ď |w|, onda je rz : ws “ r zw : 1s P
8 POGLAVLJE 1. RIEMANNOVE PLOHE
φ´11 pK¯p0, 1qq. U daljnjem tekstu c´emo kompleksni projektivni pravac kratko oznacˇavati P1.
Ako pokazˇemo da su C8 i P1 homeomorfni, onda uz gornju napomenu da je S 2 home-
omorfna s CY t8u dobivamo homeomorfnost sva tri topolosˇka prostora.
Propozicija 1.1.14. Preslikavanje f : rz : ws ÞÑ p 2Repwz¯q|w|2`|z|2 , 2Impwz¯q|w|2`|z|2 , |w|
2´|z|2
|w|2`|z|2 q projektivnog
pravca P1 na Riemannovu sferu C8 je homeomorfizam. Njegov inverz dan je formulom
g : px, y, uq ÞÑ
#
r1 : x1´u ` i y1´us, ako px, y, uq ‰ p0, 0, 1q
r0 : 1s, inacˇe.
Dokaz. Pokazˇimo da su preslikavanja f i g medusobno inverzna:
f ˝ g “ id:
‹ px, y, uq ‰ p0, 0, 1q
px, y, uq ÞÑ r1 : x1´u ` i y1´us ÞÑ p
2Rep x1´u`i y1´u q
1`| x1´u`i y1´u |2 ,
2Imp x1´u`i y1´u q
1`| x1´u`i y1´u |2 ,
´1`| x1´u`i y1´u |2
1`| x1´u`i y1´u |2 q “
“ p 2 x1´u1`p x1´u q2`p y1´u q2 ,
2 y1´u
1`p x1´u q2`p y1´u q2 , 1´
2
1`p x1´u q2`p y1´u q2 q “
“ p 2xp1´uqp1´uq2`x2`y2 , 2yp1´uqp1´uq2`x2`y2 , 1´ 2p1´uq
2
p1´uq2`x2`y2 q “ tx2 ` y2 ` u2 “ 1u “ px, y, uq
‹ px, y, uq “ p0, 0, 1q
p0, 0, 1q ÞÑ r0 : 1s ÞÑ p0, 0, 1q
g ˝ f “ id:
‹ z ‰ 0
rz : ws ÞÑ p 2Repwz¯q|w|2`|z|2 , 2Impwz¯q|w|2`|z|2 , |w|
2´|z|2
|w|2`|z|2 q ÞÑ r1 : Repwz¯q|z|2 ` i Impwz¯q|z|2 s “ r1 : wz¯zz¯ s “ rz : ws, gdje smo
koristili p 2Repwz¯q|w|2`|z|2 , 2Impwz¯q|w|2`|z|2 , |w|
2´|z|2
|w|2`|z|2 q “ p0, 0, 1q ô z “ 0‹ z “ 0
r0 : 1s ÞÑ p0, 0, 1q ÞÑ r0 : 1s
Time smo provjerili da su preslikavanja medusobni inverzi. Josˇ preostaje vidjeti da je svako
od njih otvoreno preslikavanje.
Neka je U otvoren skup u P1. Po definiciji, to znacˇi da su za preslikavanja ψ0 : U0 Ñ C,
ψ0prz : wsq “ wz i ψ1 : U1 Ñ C, ψ1prz : wsq “ zw iz definicije projektivnog pravca ψ0pU X
U0q i ψ1pU X U1q otvoreni skupovi u C. Trebamo vidjeti da je f pUq otvoren u C8. Opet
po definiciji, treba provjeriti da su skupovi φ1p f pUqztp0, 0, 1quq i φ2p f pUqztp0, 0,´1quq
otvoreni u C, gdje su φ1 i φ2 karte na Riemannovoj sferi: φ1px, y,wq “ x1´w ` i y1´w ,
φ2px, y,wq “ x1`w ´ i y1`w . Primijetimo da vrijedi f pUq “ f ppU X U0q Y pU X U1qq “
f pU X U0q Y f pU X U1q pa je dovoljno provjeriti da su f pU X U0q i f pU X U1q otvoreni
u C8. Pogledajmo za f pU X U0q, dokaz za drugi skup ide analogno.
φ1p f pU XU0qq “ φ1ptφ´11 pwq : r1 : ws P U XU0uq “ ψ0pU XU0q, sˇto je otvoren skup po
pretpostavci.
φ2p f pUXU0qztp0, 0,´1quq “ φ2ptφ´11 pwq : r1 : ws P UXU0uztp0, 0,´1quq “ 1ψ0pUXU0qzt0u ,
sˇto je otvoren skup jer je funkcija z Ñ 1z homeomorfizam i po pretpostavci je ψ0pU X U0q
1.1. DEFINICIJA RIEMANNOVIH PLOHA I OSNOVNI PRIMJERI 9
otvoren. U oba argumenta smo koristili da je preslikavanje f na tocˇkama iz U0 upravo φ´11 ,
a takoder vrijedi da je f na tocˇkama iz U1 jednako φ´12 .
Neka je U Ă C8 otvoren. Po definiciji to znacˇi da su φ1pUztp0, 0, 1quq i φ2pUztp0, 0,´1quq
otvoreni. Pokazˇimo da su skupovi ψ0pgpUq X U0q i ψ1pgpUq X U1q otvoreni.
ψ0pgpUq X U0q “ ψ0ptr1 : x1´u ` i y1´us : px, y, uq P Uztp0, 0, 1quuq ““ ψ0ptr1 : φ1px, y, uqs : px, y, uq P Uztp0, 0, 1quuq “ φ1pUztp0, 0, 1quq, sˇto je otvoren skup
po pretpostavci.
Za x ‰ 0 ili y ‰ 0 vrijedi r1 : x1´u ` i y1´us “ r x1`u ´ i y1`u : 1s jer zbog x2 ` y2 ` u2 “ 1
vrijedi p x1´u ` i y1´uq ¨ p x1`u ´ i y1`uq “ 1. Tada za preslikavanje g vrijedi i formula:
g : px, y, uq ÞÑ
$’&’%
r x1`u ´ i y1`u : 1s, ako x ‰ 0 ili y ‰ 0
r0 : 1s, px, y, uq “ p0, 0, 1q
r1 : 0s, px, y, uq “ p0, 0,´1q.
ψ1pgpUq X U1q “ ψ1ptr x1`u ´ i y1`u : 1s : px, y, uq P Uztp0, 0,´1quuq ““ ψ1ptrφ2px, y, uq : 1s : px, y, uq P Uztp0, 0,´1quuq “ φ2pUztp0, 0,´1quq, sˇto je otvoren
skup po pretpostavci. 
Kompleksni torus
Slika 1.2: C{L [6]
Fiksirajmo dva kompleksna broja ω1 i ω2 koji su linearno nezavisni nad R. Definiramo
aditivnu podgrupu od C: L “ Zω1`Zω2. Na skupu X “ C{L definiramo topologiju preko
kanonskog preslikavanja pi : C Ñ X tako da je U Ă X otvoren ako i samo ako je pi´1pUq
otvoren u C. Iz definicije dobivamo da je pi neprekidno preslikavanje.
Iz povezanosti od C preko neprekidnog preslikavanja pi dobivamo da je X povezan. C
je povezan putevima i pi je surjekcija pa je put izmedu p, q P X, p “ z1 ` L, q “ z2 ` L
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jednak pi ˝ f : r0, 1s Ñ X, gdje je f : r0, 1s Ñ C put u C od z1 do z2. Poznata je cˇinjenica
da povezanost putevima povlacˇi povezanost topolosˇkog prostora.
Skup P “ tt1ω1 ` t2ω2 : t1, t2 P r0, 1su nazivamo fundamentalni paralelogram. Pri-
mijetimo da je pipPq “ X. To vrijedi jer za svaki z ` L, z P C postoji w P P tako da je
z` L “ w` L. Kako su ω1 i ω2 linearno nezavisni nad R, a dimenzija vektorskog prostora
C nad R je 2, skup tω1, ω2u mu je baza. Tada postoje jedinstveni α1, α2 P R takvi da je
z “ α1ω1 ` α2ω2. Uz notaciju: txu “ najvec´i cijeli broj manji od x i txu “ x´ txu vidimo
da imamo: α1ω1`α2ω2` L “ tα1uω1`tα2uω2` L, gdje je tα1uω1`tα2uω2 P P. Time
dobivamo da je pi|P : P Ñ X surjekcija pa jer je P kompaktan u C i pi neprekidna funkcija,
pipPq “ X je kompaktan topolosˇki prostor.
Takoder lako vidimo da je X Hausdorffov. Neka su p, q P X, p “ z1 ` L, q “ z2 ` L,
z1, z2 P tt1ω1 ` t2ω2 : t1, t2 P r0, 1qu “ P1. P’ je Hausdorffov jer ima relativnu topologiju
obzirom na C. Ako su U,V Ă P1 otvoreni disjunktni skupovi koji separiraju z1 i z2, onda
pipUq i pipVq separiraju p i q jer je pi na P’ bijekcija.
Primijetimo da je pi otvoreno preslikavanje. Za U Ă C otvoren, zanima nas je li pipUq
otvoren u X. Dakle, treba vidjeti da je pi´1ppipUqq otvoren uC. No, pi´1ppipUqq “ ŤωPLpU`
ωq, sˇto je otvoren skup jer je translat otvorenog skupa u C otvoren skup.
Konacˇno, definirajmo karte na X. Kako je L diskretan skup u C, postoji  ą 0 tako da
je |ω| ą 2, @ω P L. Oko svakog z0 P C pogledajmo otvorenu kuglu Kpz0, q Ă C. Tada je
pi|Kpz0,q : Kpz0, q Ñ pipKpz0, qq homeomorfizam. Injekcija je zbog svojstva da element iz
L ima normuą 2, surjekcija po definiciji, a gore smo vidjeli da je pi neprekidno i otvoreno
preslikavanje. Atlasom tpi|´1Kpz0,q : pipKpz0, qq Ñ Kpz0, q : z0 P Cu zadajemo kompleksnu
strukturu na X. Jer je X kompaktan, mozˇemo ga reducirati na konacˇni atlas pa vidimo da
X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.
Josˇ preostaje provjeriti da su karte kompatibilne.
φ1 :“ pi|´1Kpz1,q : pipKpz1, qq Ñ Kpz1, q, φ2 :“ pi|´1Kpz2,q : pipKpz2, qq Ñ Kpz2, q,
U :“ pipKpz1, qq X pipKpz2, qq.
φ1 ˝ φ´12 : φ2pUq Ñ φ1pUq, φ1 ˝ φ´12 pzq “ φ1ppipzqq P tz` ω : ω P Lu.
T :“ φ1 ˝ φ´12 , T pzq ´ z je neprekidna funkcija koja prema gornjoj jednakosti vrijednosti
poprima u L. Kako je L diskretan, T pzq ´ z mora biti konstantna na komponentama pove-
zanosti od φ2pUq. Time dobivamo holomorfnost od T .
Zakljucˇujemo, C{L s opisanom kompleksnom strukturom je Riemannova ploha koju
zovemo kompleksni torus.
Na slici 1.2 je prikazan torus. Iz definicije torusa kao kvocijentne grupe C{L je jasno
da u fundamentalnom paralelogramu poistovjec´ujemo paralelne stranice. Tada, uz malo
imaginacije, vidimo da spajanjem jednog para paralelnih stranica dobivamo valjak, a zatim
spajanjem drugog para upravo objekt prikazan na slici. Sa slike takoder mozˇemo primijetiti
da je svaka tocˇka na torusu jedinstveno odredena s dvije kruzˇnice - intuitivno ih nazovimo
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horizontalna i vertikalna kruzˇnica. Ovo opazˇanje mozˇemo i formalizirati, sˇto je sadrzˇaj
sljedec´e propozicije.
Propozicija 1.1.15. Kompleksni torus C{L je homeomorfan sa S 1 ˆ S 1.
Dokaz. Primijetimo da svaki element iz C{L mozˇemo na jedinstveni nacˇin zapisati kao
w` L, gdje je w P tt1ω1` t2ω2 : t1, t2 P r0, 1qu. Argument postojanja tog zapisa isti je kao
gore, a jedinstvenost slijedi iz pt1 ´ t11qω1 ` pt2 ´ t12qω2 P L ô t1 ´ t11 P Z i t2 ´ t12 P Z no|ti ´ t1i| ă 1, i “ 1, 2.
Konstruirat c´emo homeomorfizam izmedu C{L i S 1 ˆ S 1, gdje je S 1 “ tz P C : |z| “
1u. Tvrdimo da je Φ : C{L Ñ S 1 ˆ S 1, Φpt1ω1 ` t2ω2 ` Lq “ pe2piit1 , e2piit2q trazˇeni
homeomorfizam. Φ je surjekcija jer je t ÞÑ e2piit za t P r0, 1q parametrizacija za S 1. Φ je
injekcija jer e2piit1 “ e2piit11 ô cosp2pit1q “ cosp2pit11q i sinp2pit1q “ sinp2pit11q ô t1 ´ t11 P Zô t1 “ t11. Josˇ treba vidjeti da je Φ neprekidno i otvoreno preslikavanje.
Na S 1 imamo relativnu topologiju odredenu topologijom na C, a na S 1ˆ S 1 produktnu
topologiju kojoj je baza tU1 ˆ U2 : U1,U2 otvoreni u S 1u.
Neka je V “ U1 ˆ U2 bazni element topologije na S 1 ˆ S 1. Trebamo provjeriti da je
Φ´1pU1 ˆ U2q otvoren u C{L ô pi´1pΦ´1pU1 ˆ U2qq otvoren u C. Primijetimo da je
Φ´1pU1 ˆU2q “ tt1ω1 ` t2ω2 ` L : t1 P pe2piitq´1pU1q, t2 P pe2piitq´1pU2qu, gdje su skupovi
V1 “ pe2piitq´1pU1q,V2 “ pe2piitq´1pU2q otvoreni u r0, 1q jer je t ÞÑ e2piit homeomorfizam.
S :“ tt1ω1 ` t2ω2 : t1 P V1, t2 P V2u, pi´1pΦ´1pU1 ˆ U2qq “ ŤωPLpω ` S q pa je
dovoljno pokazati da je S otvoren u C. No S je slika restikcije preslikavanja pt1, t2q ÞÑ
t1ω1 ` t2ω2 koje je linearno pa je homeomorfizam. Time smo pokazali da je Φ neprekidno
preslikavanje. Pokazˇimo da je otvoreno.
Neka je U Ă C{L otvorenô pi´1pUq otvoren u Cô S :“ tt1ω1` t2ω2 : t1ω1` t2ω2`
L P Uu otvoren u C jer skupovi u uniji pi´1pUq “ ŤωPLpω` S q su disjunktni. Tada je skup
S 1 :“ tpt1, t2q : t1ω1 ` t2ω2 P S u takoder otvoren jer je t ÞÑ t1ω1 ` t2ω2 homeomorfizam.
ΦpUq “ tpe2piit1 , e2piit2q : pt1, t2q P S 1u. Za fiksnu tocˇku pe2piit1 , e2piit2q P ΦpUq jer je S 1
otvoren u C mozˇemo uzeti otvorenu kuglu oko pt1, t2q u S 1. Tada postoje otvoreni intervali
I1 i I2 u R oko t1, t2 redom tako da I1ˆ I2 Ă te kugle. Tada je pe2piitqpI1qˆpe2piitqpI2q otvorena
okolina tocˇke pe2piit1 , e2piit2q u ΦpUq. Time je dokaz zavrsˇen. 
Glatke afine i projektivne ravninske krivulje
Glavni predmet proucˇavanja u algebarskoj geometriji su nultocˇke skupa polinoma u afi-
nom ili projektivnom prostoru. Sada c´emo pokazati da se tim skupovima mozˇe pridruzˇiti
kompleksna struktura kojom afine i projektivne ravninske krivulje postaju Riemannove
plohe.
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Kao pomoc´nu tvrdnju, pokazˇimo da su grafovi holomorfnih funkcija Riemannove plohe.
Neka je V Ă C povezan, otvoren skup i g1, g2, . . . , gn holomorfne funkcije na V .
X :“ tpz, g1pzq, . . . , gnpzqq : z P Vu
je graf funkcije pg1, . . . , gnq : C Ñ Cn u Cn`1. Na X gledajmo relativnu topologiju
odredenu topologijom na Cn`1.
pi : X Ñ V , pipz, g1pzq, . . . , gnpzqq “ z projekcija na prvu koordinatu. pi´1pzq “ pz, g1pzq, . . . , gnpzqq
je inverzna funkcija od pi. Da je pi otvoreno preslikavanje, dovoljno je provjeriti na bazi to-
pologije. pippU0 ˆ U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Unq X Xq “ pU0 X Vq X g´11 pU1q X ¨ ¨ ¨ X g´1n pUnq, gdje
su Ui, i “ 0, . . . , n otvoreni skupovi u C. Holomorfne funkcije su posebno i neprekidne pa
imamo da je pippU0 ˆ U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Unq X Xq otvoren skup. Neka je U Ă V otvoren skup.
pi´1pUq “ pU ˆ g1pUq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ gnpUqq X X je otvoren skup u X jer su holomorfne funkcije
otvorena preslikavanja. Zakljucˇujemo da je pi karta na X koja ujedno odreduje kompleksnu
strukturu. Dakle, X je Riemannova ploha.
Neka je f P Crz,ws kompleksni polinom u dvije varijable. Neka je
X “ tpz,wq P C2 : f pz,wq “ 0u
skup svih nultocˇaka polinoma f . Na X definiramo relativnu topologiju odredenu topologi-
jom na C2. Da bismo na X dobili kompleksnu strukturu, koristit c´emo Teorem o implicitnoj
funkciji preko kojeg zakljucˇujemo da X lokalno izgleda kao graf neke holomorfne funkcije
pa mozˇemo primijeniti gornju konstrukciju.
Teorem o implicitnoj funkciji
Neka je f P Crz,ws polinom i neka je X “ tpz,wq P C2 : f pz,wq “ 0u.
Neka je p “ pz0,w0q P X. Pretpostavimo da je B fBwppq ‰ 0. Tada postoji holomorfna funk-
cija g definirana na okolini od z0 tako da je X na nekoj okolini od p “ pz0,w0q jednaka
grafu w “ gpzq. Sˇtovisˇe, g1 “ ´B fBz { B fBw blizu z0.
Definicija 1.1.16. Afina ravninska krivulja je skup nultocˇaka u C2 kompleksnog polinoma.
Polinom je nesingularan u tocˇki p “ pz0,w0q ako je B fBwppq ‰ 0 ili B fBz ppq ‰ 0. Afina
ravninska krivulja je nesingularna u p ako je polinom f kojim je definirana nesingularan
u p. Krivulja X je glatka ako je nesingularna u svakoj svojoj tocˇki.
Neka je X glatka afina ravninska krivulja definirana polinomom f pz,wq. Pretpostavimo
da u tocˇki p P X je B fBwppq ‰ 0. Tada X na nekoj otvorenoj okolini tocˇke p je graf ho-
lomorfne funkcije g koja postoji po Teoremu o implicitnoj funkciji. Kartu na toj okolini
definiramo kako je ranije opisano. Konstrukcija je analogna ako vrijedi B fBz ppq ‰ 0. Tada X
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lokalno oko p izgleda kao phpwq,wq za neku holomorfnu funkciju h pa za kartu koristimo
projekciju na drugu koordinatu.
Provjerimo da su karte kompatibilne. Ako su obje karte projekcija na istu koordinatu,
na primjer prvu, pip1qz : U1 Ñ V1, pip2qz : U2 Ñ V2, tada je pip2qz ˝ pip1q´1z : pip1qz pU1 X U2q Ñ
pi
p2q
z pU1 X U2q,
pi
p2q
z ˝ pip1q´1z pzq “ pip2qz ppz, gpzqqq “ z identiteta pa je jasno holomorfna.
Ako su projekcije na razlicˇite koordinate, imamo: pip1qz : U1 Ñ V1, pip2qw : U2 Ñ V2, tada je
pi
p2q
w ˝ pip1q´1z : pip1qz pU1 X U2q Ñ pip2qz pU1 X U2q,
pi
p2q
w ˝pip1q´1z pzq “ pip2qw ppz, gpzqqq “ gpzq sˇto je holomorfna funkcija po Teoremu o implicitnoj
funkciji.
X je Hausdorffov i zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti jer ima relativnu topologiju
obzirom na topologiju na C.
Da bi bio Riemannova ploha, josˇ trebamo provjeriti da je povezan topolosˇki prostor.
Medutim, to nije uvijek slucˇaj. Na primjer, za f pz,wq “ pz`wqpz`w´ 1q, X je unija dva
pravca koja su disjunktna i time ocˇito X nije povezan. Pozvat c´emo se na teorem koji daje
dovoljan uvjet za povezanost od X, a mozˇe se pronac´i u [10]:
Teorem
Ako je f(z,w) ireducibilan, tada je X povezan.
Zakljucˇujemo, za f ireducibilan i nesingularan, X sa opisanom kompleksnom struktu-
rom je Riemannova ploha.
Pogledajmo sada uz koje uvjete na polinom f pz,wq “ w2 ´ hpzq glatka ravninska
krivulja je Riemannova ploha. Koristec´i taj polinom definira se kompaktna ploha zvana hi-
perelipticˇka Riemannova ploha koja se mozˇe vizualizirati. Radi se objektu koji ima izgleda
kao visˇe ”spojenih” torusa. Tocˇnije, ako je stupanj polinoma hpzq jednak 2g ` 1, g ě 1,
onda je ploha ”spoj” g torusa.
Propozicija 1.1.17. i) f pz,wq “ w2 ´ hpzq je ireducibilan polinom ako i samo ako hpzq
nije kvadrat nekog polinoma.
ii) f pz,wq je nesingularan polinom ako i samo ako hpzq ima razlicˇite korijene.
Dakle, Riemannovu plohu X zadanu sa f mozˇemo dobiti ako i samo ako hpzq nije kvadrat
nekog polinoma i ima razlicˇite korijene.
Dokaz. i)ñ Pretpostavimo da je f ireducibilan polinom i pretpostavimo suprotno tvrdnji,
da je hpzq kvadrat nekog polinoma hpzq “ k2pzq. Tada f pz,wq “ w2´ hpzq “ w2´ k2pzq “
pw ´ kpzqqpw ` kpzqq pa dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da je f ireducibilan
polinom.
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Slika 1.3: deg h “ 5
ð Pretpostavimo da hpzq nije kvadrat nekog polinoma. Kada bi f pz,wq bio reducibilan,
nekonstantni polinom koji ga dijeli mora biti oblika Ppzqw ` Qpzq, za P,Q P Crzs, P ‰ 0.
Ne mozˇe biti stupnja vec´eg od 2 u varijabli w jer je f pz,wq stupnja 2 u varijabli w. Ako je
stupnja jednakog 2, onda f pz,wq “ pApzqw2 ` Bpzqw ` CpzqqDpzq pa polinom Dpzq mora
biti nul-polinom jer f pz,wq nema monom oblika ppzqw.
f pz,wq “ w2 ´ hpzq “ pP1pzqw` Q1pzqqpP2pzqw` Q2pzqq “
“ P1pzqP2pzqw2 ` pP1pzqQ2pzq ` P2pzqQ1pzqqw` Q1pzqQ2pzq ô
P1pzqP2pzq “ 1, P1pzqQ2pzq ` P2pzqQ1pzq “ 0,Q1pzqQ2pzq “ ´hpzq
P1pzqQ2pzq ` P2pzqQ1pzq “ 0 { ¨ P1pzq
P21pzqQ2pzq ` Q1pzq “ 0 { ¨ Q2pzq
P21pzqQ22pzq “ hpzq, sˇto je suprotno pretpostavci. Zakljucˇujemo, f pz,wq je ireducibilan.
ii) Primijetimo da je u tocˇkama sa w koordinatom ‰ 0 polinom nesinularan jer je B fBw “ 2w.
Dakle, trazˇimo uvjet kada je B fBz “ ´BhBz ‰ 0 u tocˇkama oblika pz0, 0q. Iz definicije polinoma
f vidimo da je z0 nultocˇka od h pa dobivamo ekvivalenciju: BhBz pz0q ‰ 0 ô h ima razlicˇite
nultocˇke. 
U projektivnom prostoru, ravninske krivulje dobivaju dodatno svojstvo - kompaktnost.
Uvodenje kompleksne strukture na projektivne ravninske krivulje uvelike je zasnovano na
opisanom pridruzˇivanju u afinom slucˇaju.
Prisjetimo se definicije projektivne ravnine:
P2 “ skup jednodimenzionalnih podskupova od C3
Za elemente od P2 koristimo oznaku rx : y : zs, gdje su x, y, z P R ne svi 0. Dakle, vrijedi
rx : y : zs “ rλx : λy : λzs, λ P C˚.
U0 “ trx : y : zs : x ‰ 0u, U1 “ trx : y : zs : y ‰ 0u, U2 “ trx : y : zs : z ‰ 0u u uniji daju
P2. Svaki od njih je homeomorfan s afinom ravninom C2. Na primjer, za U0 homeomorfi-
zam je dan formulom: rx : y : zs ÞÑ p yx , zxq. Inverz sˇalje pa, bq P C2 u r1 : a : bs. Topologiju
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na P2 definiramo kao kvocijentnu topologiju dobivenu preslikavanjem pi : C3zt0u Ñ P2,
pippx, y, zqq “ rx : y : zs. Josˇ primijetimo da je P2 kompaktan. Svaki element iz P2 se
mozˇe zapisati kao neki od r1 : t : ss, rt : 1 : ss, rt : s : 1s, |t| ď 1, |s| ď 1 pa sku-
povi oblika na primjer piptp1, y, zq : |y| ď 1, |z| ď 1uq pokrivaju P2 i kompaktni su jer su
tp1, y, zq : |y| ď 1, |z| ď 1u kompaktni u C3zt0u.
Polinom je homogen ako ima isti stupanj svakog monoma i stupanj polinoma se de-
finira kao stupanj nekog njegovog monoma. Neka je Fpx, y, zq P Crx, y, zs homogen po-
linom stupnja d. Iako nema smisla evaluirati F na tocˇkama iz P2, zbog Fpλx, λy, λzq “
λdFpx, y, zq ima smisla gledati skup X “ trx : y : zs P P2 : Fpx, y, zq “ 0u. X zovemo
projektivna ravninska krivulja definirana sa F.
Definicija 1.1.18. Homogeni polinom Fpx, y, zq je nesingularan ako ne postoji rjesˇenje
sustava
F “ BFBx “
BF
By “
BF
Bz “ 0
u P2 (ili ekvivalentno u C3zt0u).
Cilj nam je pokazati da je za nesingularan homogen polinom F X Riemannova ploha.
Definirajmo Xi “ X X Ui. Za na primjer i “ 0, vidimo da vrijedi:
X0 – tpa, bq P C2 : Fp1, a, bq “ 0u, sˇto je afina ravninska krivulja.
Lema 1.1.19. Neka je Fpx, y, zq homogeni polinom stupnja d. F je nesingularan ako i
samo ako je Xi glatka afina krivulja u C2 za svaki i “ 0, 1, 2.
Dokaz. Dokazat c´emo tvrdnju obratom po kontrapoziciji.
Pretpostavimo da postoji Xi koji ima singularnu tocˇku. Zbog simetrije mozˇemo uzeti i “ 0.
Neka se radi o tocˇki pa, bq P C2. Tada vrijedi Fp1, a, bq “ BFBy p1, a, bq “ BFBz p1, a, bq “ 0.
Jedino treba vidjeti da vrijedi i BFBx p1, a, bq “ 0. To slijedi iz Eulerove formule, koja glasi:
d ¨ F “ ř2i“0 xi BFBxi . Dokaz Eulerove formule slijedi dokazom za slucˇaj kada je F monom
jer su obje strane jednakosti aditivne.
d ¨ F “ d ¨ xα00 ¨ xα11 ¨ xd´α1´α22 “ pα0 ` α1 ` d´ α0 ´ α1q ¨ xα00 ¨ xα11 ¨ xd´α1´α22 “
ř2
i“0 xi
BF
Bxi .
Pretpostavimo sada da je F singularan u tocˇki rx : y : zs i bez smanjenja opc´enitosti
uzmimo x ‰ 0. Tada je p yx , zxq singularna tocˇka na X0. 
Neka je sada F nesingularan homogen polinom stupnja d. Na sljedec´i nacˇin mozˇemo
vidjeti da je nesingularan homogen polinom ireducibilan. Pretpostavimo da vrijedi:
Fpx, y, zq “ Gpx, y, zq ¨ Hpx, y, zq
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Tada G,H moraju biti takoder homogeni. U suprotnom, rastavom svakog od G,H na kom-
ponentne homogenosti i mnozˇenjem dobivamo da F ima visˇe od jedne komponente homo-
genosti, sˇto je kontradikcija. Sada po Bezoutovom teoremu u projektivnoj ravnini vrijedi
da postoji tocˇka p P P2 takva da Gppq “ Hppq “ 0. Derivirajuc´i F “ G ¨ H po svakoj
varijabli dobivamo da je u p vrijednost derivacije jednaka 0 pa je F singularan u p, sˇto
je kontradikcija. Zbog toga su polinomi koji definiraju X0, X1, X2 takoder ireducibilni, a
prema gornjoj lemi smo vidjeli da su i nesingularni. Slijedi da su X0, X1, X2 Riemannove
plohe. Kako je X “ X0 Y X1 Y X2, kompleksnu strukturu na X definiramo preko karata na
Xi. Vidjeli smo prije da su to projekcije na koordinate, za na primjer X0 su rx : y : zs ÞÑ yx
ili rx : y : zs ÞÑ zx .
Pokazˇimo na jednom primjeru da su karte kompatibilne. Neka je tocˇka p “ rx0 : y0 : z0s iz
X0 X X1 i U Ă X0, U 1 Ă X1 otvorene okoline oko p na kojima gledamo karte α : U Ñ V ,
β : U 1 Ñ V 1. Pretpostavimo da vrijedi BFp1,
y0
x0
,
z0
x0
q
Bz ‰ 0 i
BFp x0y0 ,1,
z0
y0
q
Bx ‰ 0. Tada je
αprx : y : zsq “ yx i βprx : y : zsq “ zy . β ˝ α´1pwq “ βpr1 : w : gpwqsq “ gpwqw , sˇto je
holomorfna funkcija jer je g holomorfna i w ‰ 0 na U X U 1.
Primijetimo da je X kompaktan kao zatvoren podskup kompaktnog topolosˇkog pros-
tora P2. Zakljucˇujemo, za nesingularan homogen polinom F glatka projektivna krivulja je
kompaktna Riemannova ploha.
1.2 Funkcije na Riemannovim plohama
Prisjetimo se definicije holomorfne funkcije:
Definicija 1.2.1. Neka je U Ă C otvoren, z0 P U. Funkcija g : U Ñ C je holomorfna u
z0 P U ako postoji kompleksan broj g1pz0q tako da vrijedi
g1pz0q “ lim
zÑz0
gpzq ´ gpz0q
z´ z0
Ako je g holomorfna u svakoj tocˇki od U, onda kazˇemo da je g holomorfna na U.
Neka je X Riemannova ploha, p P X te W Ă X okolina od p. Neka je f : W Ñ C
funkcija.
Definicija 1.2.2. Funkcija f : W Ñ C je holomorfna u tocˇki p P X ako postoji karta
φ : U Ñ V, p P U tako da je f ˝ φ´1 : φpU XWq Ñ C holomorfna u φppq. Funkcija f je
holomorfna na W ako je holomorfna u svakoj tocˇki od W.
Zapravo, definicija holomorfne funkcije ne ovisi o izboru karte. Neka je ψ : U 1 Ñ V 1
neka druga karta na okolini tocˇke p iz kompleksne strukture na X. Po definiciji, karte φ i ψ
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su kompatibilne. Vrijedi:
f ˝ φ´1 je holomorfna na okolini od φppq ô f ˝ ψ´1 je holomorfna na okolini od ψppq
jer f ˝ ψ´1 “ p f ˝ φ´1q ˝ pφ ˝ ψ´1q, a obje funkcije komponirane na desnoj strani su
holomorfne. Analogno se pokazˇe i obrat tvrdnje.
Napomena 1.2.3. Odmah mozˇemo primijetiti da su karte na X holomorfne funkcije jer
φ ˝ φ´1 “ id jest holomorfna funkcija na C. Takoder, definicija holomorfne funkcije na
kompleksnoj ravnini koju smo preko karata px, yq ÞÑ x ` iy definirali kao Riemannovu
plohu se podudara sa standardnom definicijom holomorfne kompleksne funkcije.
Za f , g holomorfne funkcije na X vrijedi da su funkcije f ˘g i f g holomorfne. Ako je p P X
takva da je gppq ‰ 0, onda je fg holomorfna oko p. To slijedi iz cˇinjenice da ista svojstva
vrijede za holomorfne funkcije na C.
Definicija 1.2.4. Ako je W Ă X otvoren podskup Riemannove plohe X, skup svih holomor-
fnih funkcija na W oznacˇavamo:
OXpWq “ OpWq “ t f : W Ñ C : f holomorfnau
U istom duhu c´emo definirati funkcije na X koje imaju singularitete.
Definicija 1.2.5. Neka je U Ă C otvoren, z0 P U. U˚ :“ Uztz0u zovemo punktirana
okolina od z0.
Funkcija g : U˚ Ñ C holomorfna na svojoj domeni u tocˇki z0 ima:
i) uklonjivi singularitet ako postoji holomorfna funkcija h : U Ñ C tako da g “ h na U˚,
ii) pol reda m ako postoji holomorfna funkcija h : U Ñ C takva da hpz0q ‰ 0 i prirodan
broj m tako da vrijedi gpzq “ hpzqpz´z0qm ,
iii) esencijalni singularitet ako z0 nije niti uklonjivi singularitet niti pol od g.
Neka je X Riemannova sfera, W Ă X otvorena okolina od p te funkcija f : Wztpu Ñ C
holomorfna.
Definicija 1.2.6. i) f ima uklonjivi singularitet u p P X ako i samo ako postoji karta
φ : U Ñ V, p P U, tako da funkcija f ˝ φ´1 : φpU XWq Ñ C ima uklonjivi singularitet u
φppq.
ii) f ima pol reda m u p P X ako i samo ako postoji karta φ : U Ñ V, p P U, tako da
funkcija f ˝ φ´1 : φpU XWq Ñ C ima pol reda m u φppq.
iii) f ima esencijalni singularitet u p P X ako i samo ako postoji karta φ : U Ñ V, p P U,
tako da funkcija f ˝ φ´1 : φpU XWq Ñ C ima esencijalni singularitet u φppq.
18 POGLAVLJE 1. RIEMANNOVE PLOHE
Lako se provjeri da definicija vrste singulariteta funkcije na Riemannovoj plohi ne ovisi
o izboru karte. Dokaz se temelji na cˇinjenicama da su funkcije prijelaza medu kartama
holomorfne te funkcija koja je kompozicija funkcija od kojih jedna ima singularitet u tocˇki
z0, a druga je holomorfna u toj tocˇki ima u z0 singularitet iste vrste kao i prva funkcija.
Nama c´e najzanimljivije biti meromorfne funkcije:
Definicija 1.2.7. Funkcija f na X je meromorfna u tocˇki p P X ako je ili holomorfna ili
ima uklonjivi singularitet ili ima pol u p. f je meromorfna na otvorenom skupu ako je
meromorfna u svakoj njegovoj tocˇki.
Napomena 1.2.8. Definicija meromorfne funkcije na kompleksnoj ravnini koju smo preko
karata px, yq ÞÑ x ` iy definirali kao Riemannovu plohu se podudara sa standardnom
definicijom meromorfne kompleksne funkcije.
Za f , g meromorfne funkcije na X vrijedi da su funkcije f ˘ g i f g meromorfne. Ako g nije
identicˇki 0, onda je fg meromorfna u p. To slijedi iz cˇinjenice da ista svojstva vrijede za
meromorfne funkcije na C.
Definicija 1.2.9. Ako je W Ă X otvoren podskup Riemannove plohe X, skup svih mero-
morfnih funkcija na W oznacˇavamo:
MXpWq “MpWq “ t f : W Ñ C : f meromorfnau
Neka je X Riemannova ploha, W Ă X otvorena okolina od p te funkcija f : Wztpu Ñ
C holomorfna. Neka je φ karta na X oko p. Tada je funkcija f ˝ φ´1 holomorfna na
punktiranoj okolini od φppq pa ju mozˇemo razviti u Laurentov red:
f ˝ φ´1pzq “
ÿ
nPZ
cn ¨ pz´ φppqqn
Koeficijenti Laurentovog reda jasno ovise o izabranoj karti, a red mozˇemo korisiti za pro-
vjeru vrste singulariteta funkcije u tocˇki.
Neka je f meromorfna funkcija na X u tocˇki p. Tada mozˇemo definirati red funkcije
f u tocˇki p preko Laurentovog razvoja funkcije f ˝ φ´1 oko φppq za neku kartu φ na X:
ordpp f q “ mintn : cn ‰ 0u. Potrebno je provjeriti da definicija ne ovisi o izboru karte.
Oznacˇimo sa z koordinatu iz C dobivenu kartom φ, a sa w koordinatu za neku drugu kartu
ψ. Oznacˇimo sa T pwq “ z funkciju prijelaza medu tim kartama. Imamo f pwq “ f ˝ T pwq.
Jer je T holomorfna bijekcija, vrijedi T´1 ˝ T “ id {1 ñ T´11pT pwqq ˝ T 1pwq “ 1 ñ
T 1pψppqq ‰ 0ô za T pwq “ φppq `řně1 anpw´ ψppqqn a1 ‰ 0. U razvoju u red funkcije
T pwq slobodni cˇlan je φppq jer z “ T pwq i T “ φ ˝ ψ´1 pa evaluiramo T u ψppq. Konacˇno,
imamo u razvoju u red funkcije f ˝T pwq cˇlan s najmanjim prirodnim brojem kao indeksom:
cm ¨ am1 pw ´ ψpwqqm, gdje je m red funkcije f pzq u tocˇki φppq. Time smo dokazali dobru
definiranost.
Direktne posljedice definicije reda funkcije u tocˇki su:
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• Ako je ordpp f q ą 0, p je nultocˇka reda ordpp f q od f . Ako je ordpp f q ă 0, p je pol
reda ordpp f q od f . Ako je ordpp f q “ 0, p nije ni pol ni nultocˇka od f .
• ordpp f gq “ ordpp f q ` ordppgq
• ordpp fg q “ ordpp f q ´ ordppgq
1.3 Preslikavanja medu Riemannovim plohama
Nakon sˇto smo definirali Riemannove plohe i funkcije na njima, htjeli bismo definirati i
preslikavanja medu njima. Vidjeli smo pri definiciji funkcija da nam je holomorfnost bitno
svojstvo te ga definiramo i za preslikavanja:
Definicija 1.3.1. Preslikavanje F : X Ñ Y je holomorfno u p P X ako i samo ako postoje
karte φ1 : U1 Ñ V1 na X s p P U1 i φ2 : U2 Ñ V2 na Y s Fppq P U2 tako da je φ2 ˝ F ˝ φ´11
holomorfna u φ1ppq. F je holomorfno preslikavanje ako i samo ako je holomorfno na
cijelom X.
Kao sˇto je bio slucˇaj i kod definicije funkcije na Riemannovoj plohi, lako mozˇemo
vidjeti da definicija holomorfnog preslikavanja u tocˇki p ne ovisi o izboru karata.
Ako je φ2 ˝ F ˝ φ´11 holomorfna funkcija na okolini od φ1ppq, onda za karte ψ1, ψ2 na X,Y
redom imamo ψ2 ˝F ˝ψ´11 pzq “ pψ2 ˝φ´12 q˝ pφ2 ˝F ˝φ´11 q˝ pφ1 ˝ψ´11 qpzq sˇto je holomorfna
funkcija jer je kompozicija holomorfnih.
Takoder, slicˇnim argumentom se pokazˇe da je kompozicija holomorfnih preslikavanja
holomorfno preslikavanje i da je kompozicija holomorfnog preslikavanja s meromorfnom
funkcijom meromorfna funkcija.
Mozˇemo se pitati kada Riemannove plohe smatramo istima. Odgovor je standardan:
Definicija 1.3.2. Izomorfizam medu Riemannovim plohama X i Y je holomorfno preslika-
vanje F : X Ñ Y koje je bijektivno i cˇiji je inverz F´1 : Y Ñ X takoder holomorfan.
Izomorfizam sa X u X nazivamo automorfizam. Ako postoji izomorfizam medu Riemanno-
vim plohama X i Y, kazˇemo da su X i Y izomorfne.
Primjer 1.3.3. Ranije smo vidjeli da postoji homeomorfizam medu C8 i P1 dan formulom
rz : ws ÞÑ p 2Repwz¯q|w|2 ` |z|2 ,
2Impwz¯q
|w|2 ` |z|2 ,
|w|2 ´ |z|2
|w|2 ` |z|2 q.
Koristec´i karte na C8 i P1 lako se provjeri da se radi o holomorfnom preslikavanju. Pre-
ciznije, sve kompleksne funkcije koje dobijemo komponiranjem s kartama su identitete koje
su jasno holomorfne.
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Sada c´emo uvesti korespodenciju izmedu meromorfnih funkcija na Riemannovim plo-
hama i holomorfnih preslikavanja istih. To c´e nam omoguc´iti da preko geometrijskih ar-
gmenata (koristec´i holomorfna preslikavanja izmedu Riemannovih ploha) dobijemo infor-
maciju o meromorfnim funkcijama na X i obratno.
Propozicija 1.3.4. Za Riemannovu plohu X, postoji 1-1 korespodencija izmedu skupova
tmeromorfne funkcije f na Xu
i
tholomorfna preslikavanja F : X Ñ C8 koja nisu identicˇki jednaka8u.
Dokaz. C8 smo skupovno definirali kao jedinicˇnu sferu u R3 i pridruzˇili joj karte dobivene
stereografskom projekcijom iz tocˇaka p0, 0, 1q i p0, 0,´1q kako bismo dobili strukturu Ri-
emannove plohe. U dokazu ove propozicije c´emo pokratiti oznake. Tocˇku p0, 0, 1q c´emo
oznacˇavati s 8, a sve ostale sa z P C koje su im pridruzˇene preko projekcije iz p0, 0, 1q.
Preciznije, definiramo karte na C8 uz krac´u notaciju:
φ1 : pC8qzt8u Ñ C,
φ1pzq “ z
koja odgovara projekciji iz p0, 0, 1q,
φ2 : pC8qzt0u Ñ C,
φ2pzq “
#
1
z ,z ‰ 8
0 , z =8
koja odgovara projekciji iz p0, 0,´1q. Primijetimo da odgovara funkciji prijelaza izmedu
prvotno definiranih karti na C8.
Neka je f : X Ñ C meromorfna funkcija. Definiramo: F : X Ñ C8,
Fpxq “
#
f pxq , ako x koji nije pol od f
8 , ako je x pol od f
Treba vidjeti da je F holomorfno preslikavanje.
Ako x nije pol od f , onda za neku kartu ψ na X oko x cˇija domena ne zahvac´a niti jedan pol
od f , koja postoji jer su polovi diskretni, imamo φ1 ˝ F ˝ ψ´1 “ f ˝ ψ´1 sˇto je holomorfna
funkcija.
Ako je x pol od f , onda izaberimo centriranu kartu ψ na X oko x takvu da na domeni f
nema nultocˇaka, koja postoji jer su nultocˇke diskretne. Tada imamo:
Gpzq “ φ2 ˝ F ˝ ψ´1pzq “
#
1
f , z ‰ 0
0 , z “ 0.
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Da bi to bila holomorfna funkcija, samo treba provjeriti holomorfnost u 0. No, jer f ima
pol u x, 1f ima nultocˇku barem prvog reda. Tada:
lim
zÑ0
Gpzq ´Gp0q
z
“ lim
zÑ0
zd ¨ gpzq
z
“
#
gp0q , d “ 1
0 , d ą 1
za holomorfnu funkciju g.
Obratno, neka je F : X Ñ C8 holomorfno preslikavanje. Definiramo funkciju f : X Ñ
C,
f “
#
φ1 ˝ F , na okolini tocˇke koja nije iz F´1p8q
1
φ2˝F , na okolini tocˇke koja je iz F
´1p8q
Jer je φ1 ˝ F ˝ ψ´1 holomorfna po definiciji od F, dobivamo da je u tocˇkama x R F´1p8q
funkcija f holomorfna. U tocˇkama x P F´1p8q: f ˝ ψ´1pzq “ 1
φ2˝F˝ψ´1pzq pa dobivamo
tvrdnju jer je 1 kroz holomorfna funkcija meromorfna funkcija. 
Sljedec´om propozicijom c´emo biti korak do vazˇnog teorema koji govori o zanimljivom
svojstvu holomorfnih preslikavanja medu kompaktnim Riemannovim plohama.
Propozicija 1.3.5. (Lokalna normalna forma)
Neka je F : X Ñ Y holomorfno preslikavanje definirano u p P X, koje nije konstantno.
Tada postoji jedinstveni prirodni broj m ě 1 koji zadovoljava: za svaku kartu φ2 : U2 Ñ
V2 na Y centriranu u Fppq postoji karta φ1 : U1 Ñ V1 na X centrirana u p tako da
φ2pFpφ´11 pzqqq “ zm.
Dokaz. Neka je φ2 : U2 Ñ V2 karta na Y , Fppq P U2 i neka je karta centrirana u
Fppq. Uzmimo proizvoljnu kartu ψ na X centriranu u p. Tada je 0 nultocˇka od T pwq “
φ2pFpφ´11 pwqqq. Taylorov razvoj od T je tada:
T pwq “
ÿ
iěm
aiwi
gdje je m takav da je am ‰ 0. Jasno, m ě 1 jer T p0q “ 0. Tada T pwq “ wmS pwq, gdje
S p0q ‰ 0. Jer je S p0q ‰ 0, mozˇemo na okolini od 0 pronac´i m-ti korijen slike po S te
okoline. Dakle, DRpwq holomorfna funkcija tako da S pwq “ Rpwqm. (Rpwq “ e 1m logpS pwqq,
kompleksni logaritam je dobro definiran na okolini tocˇke ‰ 0) Imamo T pwq “ pwRpwqqm.
Jer je pwRpwqq1 “ Rpwq ` w ¨ R1pwq, µpwq :“ wRpwq, µ1p0q ‰ 0. Po teoremu o implicitnoj
funkciji µpwq je invertibilna. Tada je φ1 “ µ˝ψ isto karta na X centrirana u p. Ako stavimo
z “ µpwq, dobivamo:
φ2pFpφ´11 pzqqq “ φ2pFpψ´1pµ´1pzqqqq “ T pµ´1pzqq “ T pwq “ pµpwqmq “ zm.
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Jedinstvenost od m dobivamo iz topolosˇkih svojstava preslikavanja F koja su neovisna o
izboru koordinata. U gornjem dokazu smo vidjeli da Fppq ima tocˇno m praslika. zm1 “ zm2ô p z1z2 qm “ 1 iz cˇega zakljucˇujemo da mnozˇenjem nekog z, koji je praslika, sa svim m´tim
korijenima iz jedinice dobivamo sve praslike. 
Tada je smislena sljedec´a definicija:
Definicija 1.3.6. Multiplicitet od F u p P X, kojeg oznacˇavamo multppFq, je jedinstveni
prirodan broj m ě 1 takav da postoje lokalne koordinate oko p i Fppq u kojima F ima
oblik z ÞÑ zm.
Iz dokaza gornje propozicije vidimo da mozˇemo vrlo lako odrediti multiplicitet pres-
likavanja u tocˇki. Radi se o najmanjem pozitivnom cijelom broju koji je indeks ne-nul
koeficijenta iz razvoja preslikavanja u Taylorov red uz bilo koje dvije karte oko p i Fppq.
Definicija 1.3.7. Neka je F : X Ñ Y nekonstantno holomorfno preslikavanje. Tocˇka p P X
je tocˇka grananja za F ako je multppFq ě 2. Tocˇka y P Y je ogranak za F ako je slika
tocˇke grananja za F.
Primijetimo da tocˇke grananja cˇine diskretan skup na X jer su nultocˇke derivacije holo-
morfne funkcije. Time odmah i ogranci cˇine diskretan skup na Y . Lagano je vidjeti cˇemu je
jednak multiplicitet od F u tocˇkama domene kada je F zadan kao pridruzˇeno preslikavanje
meromorfnoj funkciji f . Iz dokaza propozicije o korespodeniciji meromofnih funkcija i
holomorfnih preslikavanja dobivamo:
Lema 1.3.8. Neka je f meromorfna funkcija na Riemannovoj plohi X, s pridruzˇenim holo-
morfnim preslikavanjem F : X Ñ CY8.
a) Ako je p P X nultocˇka od f , onda je multppFq “ ordpp f q.
b) Ako je p pol od f, onda je multppFq “ ´ordpp f q.
c) Ako p nije ni nultocˇka ni pol od f, onda je multppFq “ ordpp f ´ f ppqq.
Dokazˇimo sada najavljeno lijepo svojstvo koje zadovoljavaju holomorfna preslikavanja
na kompaktnim Riemannovim plohama:
Teorem 1.3.9. Neka je F : X Ñ Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu kom-
paktnim Riemannovim plohama. Za svaki y P Y, definiramo dypFq :“ řpPF´1pyq multppFq.
Tada je dypFq konstantno, neovisno o y.
Dokaz. Prvo primijetimo da nam je dovoljno dokazati da je preslikavanje y ÞÑ dypFq lo-
kalno konstantno, to jest na nekoj otvorenoj okolini od y0 P Y vrijedi da je y ÞÑ dypFq
konstantno preslikavanje. To vrijedi jer je Y povezan pa kada bi postojale barem dvije vri-
jednosti n1, n2 iz Z koje to preslikavanje poprima, onda skupovi ty P Y : dypFq “ n1u i
ty P Y : dypFq ‰ n1u su otvoreni, neprazni i disjunktni, sˇto ne mozˇe biti.
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Uocˇimo jedan poseban slucˇaj kada je lako izracˇunati multiplicitet preslikavanja u tocˇkama
domene. Neka je pripadna holomorfna funkcija dana s: f : D Ñ D, f pzq “ zm, D “ tz P
C : |z| ă 1u. Tada je jasno tocˇka 0 multipliciteta m jer je zm razvoj u Taylorov red oko 0
od f , a svaka druga tocˇka iz D je multipliciteta 1 jer je f 1pzq “ m ¨ zm´1 “ 0 ô z “ 0.
Tocˇka z0 P Dzt0u ima tocˇno m praslika, koje su m´ti korijeni iz z0. Iz svega navedenog
zakljucˇujemo da je dy na D identicˇki jednako m, dakle, konstantno.
Primijetimo da nam u gornjim argumentima nije bilo nuzˇno da se radi o jedinicˇnom disku,
vec´ smo mogli uzeti proizvoljnog polumjera.
Kada bi f bio disjunktna unija gore opisanih preslikavanja, s moguc´e razlicˇitim m´ovima,
onda i dalje imamo da je dy konstantno, tocˇnije, identicˇki jednako sumi m´ova. Pod f je
disjunktna unija preslikavanja mislimo da je domena preslikavanja unija disjunktnih otvo-
renih skupova koji se svaki preko karte preslikava u disk oko 0 i slika preslikavanja je disk
oko 0.
Neka je sada y P Y fiksan i tx1, ..., xnu Ă X njegove praslike po F. Po prethodnoj propo-
ziciji za lokalnu koordinatu w centriranu u y postoje koordinate z1, ..., zn centrirane redom
u x1, ..., xn tako da F u tim lokalnim koordinatama ima oblik z ÞÑ zmi . Sada nam jedino
preostaje dokazati da postoji okolina oko y na kojoj svaka tocˇka ima sve praslike u uniji
okolina od x1, ..., xn, oznacˇimo ju sa U. Kada to ne bi bio slucˇaj, onda postoji niz pynqnPN
u Y koji tezˇi prema y, takav da svaki yn ima prasliku koja nije sadrzˇana u U. Oznacˇimo
taj niz praslika sa pznqnPN Ă X. Jer je X kompaktan, taj niz ima konvergentan podniz
pzppnqqnPN Ñ z P X. No, F je neprekidno preslikavanje pa vrijedi Fpzq “ y. XzU je zatvo-
ren skup pa z R U, sˇto je kontradikcija s izborom od U.
Dakle, dypFq je lokalno konstantna funkcija, pa po prvoj napomeni u dokazu dobivamo da
je i konstantna. 
Time je motivirana definiicija:
Definicija 1.3.10. Neka je F : X Ñ Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu kom-
paktnim Riemannovim plohama. Stupanj od F, uz oznaku degpFq, je cijeli broj dypFq, za
bilo koji y P Y.
Korolar 1.3.11. Holomorfno preslikavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama je
izomorfizam ako i samo ako je stupnja 1.
Dokaz. Ako je izomorfizam, onda mu lokalna normalna forma u svakoj tocˇki kodomene
mora biti identiteta jer za vec´i eksponent m na okolini nule dobivamo da tocˇke imaju m
praslika, sˇto ne mozˇe biti jer je preslikavanje po pretpostavci injekcija.
Za dokaz obrata, u sljedec´em potpoglavlju dokazat c´emo da je svako holomorfno presli-
kavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama surjekcija. Da se radi o injekciji dobi-
vamo iz toga sˇto je lokalna normalna forma identiteta oko svake tocˇke, dakle injektivna.
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Josˇ se moramo pozvati na teorem kompleksne analize koji tvrdi da je inverz holomorfne
funkcije holomorfan. 
Javlja se josˇ jedna zanimljiva posljedica teorema o tome kako povezujemo geometriju
od X s meromorfnim fuunkcijama na X.
Korolar 1.3.12. Ako je X kompaktna Riemannova ploha koja ima meromorfnu funkciju f
s jednim jednostrukim polom, onda je X izomorfan s C8.
Dokaz. Kao ranije, funkciji f pridruzˇimo holomorfno preslikavanje F : X Ñ C8. Jer f
ima jedan jednostruki pol,8 ima jednu prasliku oko koje je lokalna normalna forma iden-
titeta zbog jednostrukosti pola. Po teoremu znamo da je tada degpFq “ 1, a po prethodnom
korolaru da je F izomorfizam. 
Za kraj potpoglavlja, dokazˇimo josˇ jedan lijepi rezultat koji pokazuje kako se topolosˇka
kompaktnost Riemannovih ploha prenosi na algebarsku o njihovim svojstvima.
Teorem 1.3.13. Neka je f nekonstantna meromorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj
plohi X. Tada je ÿ
p
ordpp f q “ 0.
Dokaz. Neka je F : X Ñ CY8 pridruzˇeno holomorfno preslikavanje funkciji f . Neka su
txiu Ă X tocˇke koje se preslikavaju u 0 po F, a ty ju Ă X tocˇke koje se preslikavaju u 8.
U svim ostalim tocˇaka na X je ordpp f q “ 0 jer je u njima f holomorfna i ima vrijednost
razlicˇitu od 0.
Po teoremu o konstantnosti preslikavanja dypFq zakljucˇujemo da jeÿ
i
multxipFq “
ÿ
j
multy jpFq.
Ranije smo komentirali da je multppFq “ ordpp f q, ako je p nultocˇka od f i multppFq “
´ordpp f q, ako je p pol od f .
Kombinirajuc´i gornja dva zakljucˇka dobivamo tvrdnju teorema. 
1.4 Klasicˇni teoremi kompleksne analize
U ovom potpoglavlju pokazat c´emo kako se klasicˇni teoremi kompleksne analize pre-
nose u teoriju holomorfnih preslikavanja medu Riemannovim plohama. To je svojstvo koje
bismo prirodno zahtijevali jer su Riemannove plohe generalizacija kompleksne ravnine kao
domene meromorfnih funkcija. Dokazi su direktni iz definicije pa nismo puno propustili
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pozivajuc´i se ranije na njih. Propozicijom 1.3.4 sve teoreme koje pokazˇemo za holomorfna
preslikavanja prenosimo na meromorfne funkcije na Riemannovim plohama.
Osim sˇto teoreme kompleksne analize prenosimo u teoriju Riemannovih ploha, neke
od njih mozˇemo alternativno dokazati iz do sada razvijene teorije Riemannovih ploha.
Takoder, navest c´emo i teoreme koji nemaju analogone u kompleksnoj ravnini jer c´e se
odnositi na kompaktne Riemannove plohe.
Nasljedeni teoremi
Teorem 1.4.1. Neka je F : X Ñ Y 1-1 holomorfno preslikavanje medu Riemannovim
plohama. Tada je F izomorfizam izmedu X i FpXq.
Dokaz. Jer je po pretpostavci F : X Ñ FpXq bijekcija, po definiciji izomorfizma Rieman-
novih ploha treba provjeriti da je F´1 : FpXq Ñ X holomorfno preslikavanje. Invertira-
njem funkcije φ2 ˝ F ˝ φ´11 koja je definirana na okolini neke tocˇke p P X i holomorfna,
dobijemo da je φ1 ˝ F´1 ˝ φ´12 funkcija na okolini od Fppq koja je holomorfna po teoremu
o holomorfnosti inverza holomorfne kompleksne funkcije. 
Za sljedec´a dva teorema, dokaz ide slicˇnim argumentima pa c´emo ih samo iskazati.
Teorem 1.4.2. Neka su F i G dva holomorfna preslikavanja medu Riemannovim plohama
X i Y. Ako je F “ G na podskupu S od X koji ima gomilisˇte u X, onda je F “ G.
Teorem 1.4.3. Neka je F : X Ñ Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu Rieman-
novim plohama. Tada za svaki y P Y praslika F´1pyq je diskretan podskup od X.
Alternativno dokazani teoremi 1
Teorem 1.4.4. Neka je F : X Ñ Y nekonstantno holomorfno preslikavanje medu Rieman-
novim plohama. Tada je F otvoreno preslikavanje.
Dokaz. Zˇelimo pokazati da je za svaki otvoreni skup U Ă X, FpUq otvoren u Y . Dovoljno
je za Fppq P FpUq dokazati da ima otvorenu okolinu u FpUq. Za tocˇku p P U smo vidjeli u
propoziciji 1.3.5 da postoje karte φ1 oko p i φ2 oko Fppq. tako da vrijedi φ2˝F˝φ´11 pzq “ zk,
za neki k P N. Jer su φ1, φ2 homeomorfizmi, posebno otvorena preslikavanja, dovoljno
je pokazati da je z ÞÑ zk otvoreno preslikavanje. Medutim, potenciranje kompleksnog
broja prirodnim brojem rezultira zarotiranim vektorom radijusa na k´tu potenciju. Jer
dilatacijom i rotacijom otvorenog skupa dobivamo otvoreni skup, zakljucˇujemo da je F
otvoreno preslikavanje. 
Nakon sˇto smo pokazali teorem o otvorenom preslikavanju, odmah mozˇemo pokazati i
princip maksimuma za nekonstantnu holomorfnu funkciju:
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Teorem 1.4.5. Neka je X Riemannova ploha i f : X Ñ C nekonstantna holomorfna funk-
cija. Tada apsolutna vrijednost od f ne postizˇe svoj maksimum.
Dokaz. Pretpostavimo da | f | postizˇe maksimum u tocˇki p P X.
R “ | f ppq| “ supt| f pxq| : x P Xu.
Tada je f pXq Ă IntKp0,Rq jer je f otvoreno preslikavanje sˇto je kontradikcija jer smo
pretpostavili da je f ppq na rubu. 
Teoremi o kompaktnim Riemannovim plohama
Teorem 1.4.6. Neka su X i Y Riemannove plohe. Neka je X kompaktna i F : X Ñ Y
nekonstantno holomorfno preslikavanje. Tada je Y kompaktan i F je surjektivno.
Dokaz. Jer je F otvoreno preslikavanje, FpXq je otvoren u Y . Jer je X kompaktan, FpXq je
kompaktan. Jer je Y Hausdorffov, FpXq je zatvoren u Y . Jer u definiciji Riemannove plohe
zahtijevamo povezan topolosˇki prostor, mora vrijediti FpXq “ Y . 
Teorem 1.4.7. Svaka holomorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj plohi je kons-
tantna.
Dokaz. Kada bi bilo nekonstantno, onda bismo po propoziciji 1.4.6 dobili da je C kom-
paktan, sˇto nije. 
Alternativno dokazani teoremi 2
Dokazˇimo sada Liouvilleov teorem:
Teorem 1.4.8. Svaka ogranicˇena holomorfna funkcija f : CÑ C je konstantna.
Dokaz. Ideja dokaza je prosˇiriti f do holomorfne funkcije na C8. Tada po teoremu 1.4.7
dobivamo da je konstantna. Za funkciju g : C8 Ñ C je po definicija karata na Riemannovoj
sferi ekvivalentno: gpzq je holomorfna u 8 ô gp 1z q holomorfna u 0. Zbog toga prosˇirimo
f na C8:
f˜ pzq “
#
f pzq , z P C
limwÑ0 f p 1wq , z “ 8
Funkcija f p 1wq mozˇe imati najvisˇe pol u 0 jer je f holomorfna, a 1w ima pol u 0. Kada bi
funkcija f p 1wq imala pol u 0, onda bi limwÑ0 | f p 1wq| “ 8 sˇto ne mozˇe biti jer je po pret-
postavci f ogranicˇena. ñ f p 1wq je holomorfna u 0. Time smo opravdali da je limwÑ0 f p 1wq
konacˇna vrijednost pa je f˜ dobro definirana. Takoder smo pokazali da je f˜ holomorfna. Na
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okolini bilo koje tocˇke iz C koristimo identitetu za kartu pa je u tim tocˇkama f˜ holomorfna
jer je f holomorfna. Na okolini od 8 koristimo kartu z ÞÑ 1z i upravo smo vidjeli da je
f p 1z q holomorfna u 0 pa time zavrsˇavamo dokaz. 
Za kraj potpoglavlja, dokazˇimo fundamentalni teorem algebre:
Teorem 1.4.9. Neka je n P N i ppzq “ zn ` an´1 ¨ zn´1 ` ... ` a1 ¨ z ` a0, ai P C,
i P t0, 1, ..., n´ 1u. Tada postoji barem jedna tocˇka z0 P C takva da je ppz0q “ 0.
Dokaz. Polinom p mozˇemo gledati kao meromorfnu funkciju na C8 koja ima pol u 8.
To vidimo preko karte z Ñ 1z . Po propoziciji 1.3.4 znamo da p odgovara holomorfnom
preslikavanju P : C8 Ñ C8,
Ppzq “
#
ppzq , z P C
8 , z “ 8.
Po teoremu 1.4.6 P je surjektivno preslikavanje pa postoji z0 P C takav da je Ppz0q “ 0. 
1.5 Primjeri funkcija na Riemannovim plohama
Riemannova sfera
Pogledajmo primjer meromorfnih funkcija na Riemannovoj sferi koju c´emo prikazati
projektivnim pravcem. Sˇtovisˇe, moc´i c´emo u potpunosti opisati kako izgledaju meromor-
fne funkcije na P1.
Omjer dva homogena polinoma istog stupnja iz Crz,ws je meromorfna funkcija na P1.
Tvrdimo da je f prz : wsq “ ppz,wqqpz,wq dobro definirana funkcija. To slijedi iz toga sˇto su
homogeni polinomi istog stupnja pa je ppλz, λwq “ λd ppz,wq i qpλz, λwq “ λdqpz,wq.
Tada se λd krate u razlomku. Inverz karte na P1 dan s φ´1puq “ r1 : us ili φ´1puq “ ru : 1s
pa imamo za rpz,wq “ ppr,zqqpr,zq , r ˝ φ´1 “ pp1,zqqp1,zq , sˇto je ocˇito meromorfna funkcija na C.
Primijetimo da se ppz,wq P Crz,ws mozˇe rastaviti na linearne faktore jer je homogeni
polinom u dvije varijable pa ga dijeljenjem i mnozˇenjem s wdegp mozˇemo svesti na polinom
jedne varijable. Tada za racionalnu funkciju rpz,wq “ ppz,wqqpz,wq vrijedi:
rpz,wq “
ź
i
pbiz´ aiwqei ,
gdje su ei cijeli brojevi, a linearni faktori su relativno prosti. Ako se prisjetimo da je
inverz karte na P1 dan s φ´1puq “ r1 : us ili φ´1puq “ ru : 1s, onda se lako vidi da je
ordrai:bisprq “ ei. Slijedi teorem koji uz gornje primjedbe daje karakterizaciju meromorfnih
funkcija na P1.
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Teorem 1.5.1. Svaka meromorfna funkcija na P1 je omjer homogenih polinoma u z,w istog
stupnja.
Dokaz. Neka je f meromorfna funkcija na P1 koja nije identicˇki jednaka 0. Tada jer je
P1 kompaktna Riemannova ploha, po teoremu 2.2.16 dobivamo da ima konacˇno mnogo
nultocˇaka i polova. Nazovimo ih trai : bis : i P Iu, gdje je I konacˇan skup indekasa.
Oznacˇimo sa n “ ´řiPI ei. Tada je funkcija Rpz,wq “ wn śipbiz ´ aiwqei omjer dva
homogena polinoma istih stupnjeva. Da bismo utvrdili da su f i R jednake funkcije, do
na konstantu, definirajmo funkciju gpz,wq “ f pz,wqRpz,wq . Zbog nacˇina definiranja funkcije R,
funkcija g u tocˇkama razlicˇitim od r1 : 0s nema ni nultocˇku ni pol. Kada bi u r1 : 0s
g imala pol, onda bi 1g imala nultocˇku u r1 : 0s, a Rf je holomorfna funkcija na P1 pa je
zbog kompaktnosti konstantna, to jest jednaka 0, sˇto daje kontradikciju. Slijedi da je g
konstantna funkcija. 
Kompleksni torus
Uzmimo L “ Z` τZ, za τ P C i Imτ ą 0. Ovime nismo izgubili na opc´enitosti. Mozˇe
se pokazati da za svaki torus postoji τ P C, Imτ ą 0 tako da je izomorfan s C{L.
Prva ideja kako dobro definirati meromorfnu funkciju na torusu bi mogla biti uzeti
omjer dvije holomorfne funkcije na C{L. Medutim, holomorfna funkcija na C{L zbog
kompaktnosti torusa mozˇe biti samo konstanta. Drugi pristup, slicˇan onom koji smo primi-
jenili kod projektivnog pravca, jest definirati funkciju kao omjer dvije holomorfne funkcije
na C tako da omjer bude L´periodicˇna funkcija. To radimo preko theta-funkcija. Za fiksi-
rani τ, Imτ ą 0, definiramo:
Θpzq “
8ÿ
n“´8
epiirn
2τ`2nzs, @z P C.
Lema 1.5.2. i) Definirajuc´i red od Θpzq konvergira apsolutno i uniformno na svakom kom-
paktu u C.
ii) Θpz` 1q “ Θpzq i Θpz` τq “ e´piirτ`2zsΘpzq, za @z P C.
iii) z0 je nultocˇka od Θpzq ako i samo ako z0`m`nτ je nultocˇka od Θpzq za svaki m, n P Z.
Sˇtovisˇe, red nultocˇke z0 od Θpzq je isti redu nultocˇke z0 ` m` nτ.
iv) Jedine nultocˇke od Θpzq su u tocˇkama 12 ` τ2 ` m` nτ i sve su reda 1.
Prije dokaza leme, pretpostavimo da sve njezine tvrdnje vrijede. Definirajmo translate
Θpxqpzq “ Θpz ´ 12 ´ τ2 ´ xq za x P C. Θpxqpzq ima jednostruke nultocˇke iz skupa x ` L.
Jasno, vrijedi Θpxqpz ` 1q “ Θpxqpzq i Θpxqpz ` τq “ ´e´2piipz´xqΘpxqpzq, po drugoj tvrdnji
gornje leme. Pogledajmo funkciju:
Rpzq “
ś
i Θ
pxiqpzqś
j Θ
py jqpzq .
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Ovo je meromorfna funkcija na C. Jedino josˇ trebamo postic´i da je L´periodicˇna. Zbog
Θpxqpz` 1q “ Θpxqpzq vrijedi Rpz` 1q “ Rpzq, @z P C.
Svojstvo Θpxqpz` τq “ ´e´2piipz´xqΘpxqpzq daje
Rpz` τq “
śm
i“1 Θ
pxiqpz` τqśn
j“1 Θpy jqpz` τq
“ p´1qm´ne´2piirpm´nqz`ř j y j´ři xisRpzq.
Zbog toga nam treba da je p´1qm´ne´2piirpm´nqz`ř j y j´ři xis identicˇki jednako 1 za svaki z P C.
To je moguc´e ako i samo ako m “ n i ř j y j ´ři xi P Z. Time smo dokazali:
Propozicija 1.5.3. Za fiksni cijeli broj d i dva d-cˇlana skupa kompleksnih brojeva txiu i
ty ju takvih da ř j y j ´ři xi P Z omjer translatiranih theta funkcija
Rpzq “
ś
i Θ
pxiqpzqś
j Θ
py jqpzq
je meromorfna funkcija na C{L.
Dokaz. i) τ “ a` ib, a, b P R, b ą 0, z “ x` iy
|Θpzq| ď ř8n“´8 |epiirn2τ`2nzs| “ ř8n“´8 e´pn2bpi`2pinyq
Jer gledamo konvergenciju na kompaktima, |y|mozˇemo ogranicˇiti s nekim M ą 0. Takoder,
n2bpi ` 2piny ą n2bpi ´ 2pinM i n2bpi ´ 2pinM ą n2b nakon nekog n0 sˇto mozˇemo vidjeti
dijeljenjem nejednakosti s n2 i pusˇtanjem n u 8. Dakle, ostatak reda ř8n“´8 e´pn2bpi`2pinyq
mozˇemo ograditi odozgo s 2 ¨ř8n“n0 e´n2b sˇto je manje od ostatka geometrijskog reda koji
tezˇi u 0 jer e´b ă 1. Time dobivamo konacˇnost od Θpzq u svakoj tocˇki iz C. Uniformnu
konvergenciju na kompaktu dobivamo iz cˇinjenice da red kojim smo ogradili pocˇetni ne
ovisi o z.
ii) Θpz` 1q “ Θpzq jer sumandi u redu za Θpz` 1q su e2pii ¨ epiirn2τ`2nzs.
Θpz`τq “ e´piirτ`2zsΘpzq dobijemo nadopunjavanjem na potpuni kvadrat: n2τ`2nz`2nτ “
τpn` 1q2 ` 2pn` 1qz´ τ´ 2z i cˇinjenicom da sumiramo po Z pa translacijom n-a za 1 ne
promijenimo red.
iii) Prva tvrdnja direktno slijedi iz ii) jer Θpz0`m`nτq “ e´npiipτ`2z0qΘpz0q, a e´npiipτ`2z0q ‰
0 za @z0 P C. Da bismo provjerili drugu tvrdnju, samo treba derivirati po z gornju jedna-
kost: Θ1pz` m` nτq “ ´2npiie´npiipτ`2zqΘpzq ` e´npiipτ`2zqΘ1pzq. Kako smo vidjeli da je z0
nultocˇka ako i samo ako je z0 ` m` nτ nultocˇka, onda iz gornje jednakosti isto dobivamo
za derivaciju funkcije u nultocˇki. Za visˇe derivacije bi arguement bio anlaogan.
iv) Pozivajuc´i se na dva teorema kompleksne analize, mozˇemo dokazati tvrdnju. Ko-
ristec´i rezultat da je lokalno uniformni limes holomorfnih funkcija takoder holomorfna
funkcija, zakljucˇujemo da je Θpzq holomorfna. Drugi teorem koji nam treba glasi: ako
je γ put u C na kojem Θpzq nema nultocˇku, onda 12pii
ş
γ
Θ1pzq
Θpzq dz “ broj nultocˇaka od Θpzq
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racˇunajuc´i kratnosti, jer je holomorfna pa nema polova. Fiksirajmo fundamentalni parale-
logram P “ tu ¨ 1 ` v ¨ τ : u, v P r0, 1su. Uvedimo parametrizacije za rub od P: αptq “ t,
βptq “ 1 ` τt, γptq “ τ ` p1 ´ tq, δptq “ p1 ´ tqτ, t P r0, 1s. Primijetimo da vrijedi:
βptq “ δp1´ tq ` 1 i γptq “ αp1´ tq ` τ.
Pokazat c´emo
ş
β
Θ1pzq
Θpzq dz “ ´
ş
δ
Θ1pzq
Θpzq dz i
ş
γ
Θ1pzq
Θpzq dz “ 2pii ´
ş
α
Θ1pzq
Θpzq dz i time dokazati da
postoji jedna nultocˇka reda 1. Da se radi o 12 ` τ2 slijedi iz:
Θpzq “ ř8n“´8 epiirn2τ`2np 12` τ2 qs “ ř8n“´8 epiirn2τ`n`nτs “ ř8n“´8 enpii ¨ epiirn2τ`nτs pa jer je
n2`n “ p´n´1q2´n´1 i n, ´n´1 su razlicˇite parnosti dobivamo da podniz parcijalnih
suma
řk´1
n“´k e
npii ¨ epiirn2τ`nτs je konstantno 0. Jer smo vidjeli da red za Θpzq konvergira u
svakoj tocˇki, slijedi da je Θp 12 ` τ2q “ 0.
Konacˇno, izracˇunajmo integrale:ż
β
Θ1pzq
Θpzq dz “ τ
ż 1
0
Θ1pβptqq
Θpβptqq dt “ τ
ż 1
0
Θ1pδp1´ tq ` 1q
Θpδp1´ tq ` 1q dt “ τ
ż 1
0
Θ1pδp1´ tqq
Θpδp1´ tqq dt “ ´
ż
δ
Θ1pzq
Θpzq dz,ż
γ
Θ1pzq
Θpzq dz “ ´
ż 1
0
Θ1pγptqq
Θpγptqq dt “ ´
ż 1
0
Θ1pαp1´ tq ` τq
Θpαp1´ tq ` τq dt “
“ ´
ż 1
0
´2piie´piirτ`2αp1´tqsΘpαp1´ tqq ` e´piirτ`2αp1´tqsΘ1pαp1´ tqq
e´piirτ`2αp1´tqsΘpαp1´ tqq dt “
“ 2pii´
ż
α
Θ1pzq
Θpzq dz.

Glatke ravninske krivulje
Neka je X glatka afina ravninska krivulja zadana nesingularnim polinomom f pz,wq.
Tada su projekcije na z i w koordinate holomorfne. To vrijedi jer su karte na X. Posebno
dobivamo da je svaki polinom ppz,wq restringiran na X holomorfna funkcija. Meromorfne
funkcije dobivamo kao omjer dva polinoma. To slijedi iz analognog svojstva za meromor-
fne funkcije na kompleksnoj ravnini. Pri tome moramo zahtjevati da polinom u nazivniku
nije identicˇki jednak 0 na krivulji. Pogledajmo afini slucˇaj kada polinom f pz,wq definira
krivulju (sjetimo se da je f ireducibilan) i funkcija je dana s rpz,wq “ ppz,wqqpz,wq :
‹ ako f |q, onda je jasno q ” 0 na X
‹ ako q isˇcˇezava u svakoj tocˇki u kojoj je f “ 0, onda f |q po Hilbertovom teoremu o
nulama [10]. To vidimo ako za ideal u prstenu polinoma uzmemo σ “ă f ą, onda
q P IpZpσqq “ Radpσq ñ Dm P N tako da qm “ f ¨ h. Jer je prsten polinoma nad poljem
faktorijalna domena, slijedi da f |q.
Poglavlje 2
Diferencijalne forme i integracija
2.1 Snopovi
U kompleksnoj analizi je cˇesta pojava da funkcije imaju razlicˇite domene. Definicijom
karata na Riemannovim plohama uvidamo da je to i ovdje slucˇaj. Stoga se snopovi uvode
u teoriju kao formalni alat kojim baratamo u toj situaciji.
Definicija 2.1.1. Neka je X topolosˇki prostor i T njegova topologija. Pred-snop vektorskih
prostora na X je par pF , ρq koji se sastoji od :
i) familije vektorskih prostora F “ pF pUqqUPT ,
ii) familije linearnih operatora ρ “ pρUV qU,VPT ,VĂU , ρUV : F pUq Ñ F pVq sa sljedec´im
svojstvima:
ρUU “ idF pUq, @U P T i ρVW ˝ ρUV “ ρUW za W Ă V Ă U.
Definicija 2.1.2. Pred-snop je snop ako za svaki otvoreni skup U Ă X i svaku familiju
otvorenih skupova Ui Ă U, i P I, takvu da je U “ YiPIUi vrijede sljedec´i uvjeti:
I) ako su f , g P F pUq takvi da f |Ui “ g|Ui , @i P I, onda f “ g.
II) ako su elementi fi P F pUiq, i P I, takvi da fi|UiXU j “ f j|UiXU j , @i, j P I, onda postoji
funkcija f P F pUq takva da f |Ui “ fi, @i P I.
Napomena 2.1.3. U definicji 2.1.2 po I) slijedi jedinstvenost funkcije f iz II).
Analogno smo mogli definirati snopove za Abelove grupe ili prstene. Snopovi znacˇajni
za teoriju Riemannovih ploha opisani su u sljedec´em primjeru:
Primjer 2.1.4. Neka je X Riemannova ploha s topologijom T i OpUq C´ vektorski prostor
holomorfnih funkcija na U Ă X otvoren. Tvrdimo da je par pO, ρq, O :“ pOpUqqUPT
i ρ “ pρUV qU,VPT ,VĂU , ρUV restrikcija holomorfne funkcije f P OpUq, f |V , snop. Da se
radi o pred-snopu jasno se vidi iz toga sˇto su restrikcije na fiksni skup linearni operatori,
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restrikcija funkcije na njezinu domenu je opet ista funkcija i za W Ă V Ă U restrikcija
funkcije s domenom U na domenu W je ista funkcija koju dobijemo restringirajuc´i prvo na
V, a potom na W.
Pretpostavimo da smo neki otvoreni skup U Ă X zapisali kao u definiciji snopa: U “
YiPIUi. Za f , g P OpUq takve da su im restrikcije na svaki Ui jednake slijedi f “ g jer Ui
pokrivaju cijeli U. Takoder, vrijedi IIq jer funkciju f upravo mozˇemo definirati svojstvom
f |Ui “ fi, @i P I jer na preklapanju domena Ui, funkcije fi su jednake.
Istu konstrukciju mogli smo provesti za meromorfne ili beskonacˇno realno diferencija-
bilne funkcije.
Postoje primjeri pred-snopova koji nisu snopovi, kao sˇto mozˇemo vidjeti u sljedec´em
primjeru:
Primjer 2.1.5. Osnovni primjer Riemannove plohe je kompleksna ravnina. Za U Ă C
otvoren definirajmo s BpUq vektorski prostor omedenih, holomorfnih funkcija na U. Tada
se za B “ pBpUqqUĂC otvoren i ρUV restrikcija funkcije na V provjeri da je par njih dva pred-
snop istim argumentima kao u primjeru 2.1.4. Navedeni pred-snop zadovoljava Iq uvjet iz
definicije snopa, medutim ne zadovoljava IIq. Uzmimo U “ Kp1, 1q Ă C, otvorena kugla
radijusa 1 oko 1. Neka su Un “ Kp1, 1´ 1nq, n P N. Jasno, U “ YnPNUn. Funkcija 1z nalazi
se u svakom BpUnq jer joj je jedini pol u C u 0 pa je na K¯p1, 1 ´ 1nq holomorfna funkcija
na kompaktu, dakle | 1z | poprima maksimum. No, funkcija 1z nije omedena na Kp1, 1q jer
vrijedi limz´ą0 1|z| “ `8.
Da bismo proucˇili kako se snop ponasˇa oko neke tocˇke p P X definiramo struk:
Definicija 2.1.6. Na YUQpF pUq definiramo relaciju ekvivalencije:
f P F pUq, g P F pVq, f „ g ô DW P T , p P W Ă U X V tako da f |W “ g|W .
Fp :“ pYUQpF pUqq{ „ nazivamo struk snopa F .
Inutitivno, poistovjec´ivanjem funkcija koje se podudaraju na otvorenom podskupu pre-
sjeka njihovih domena dobivamo ”funkciju” na prosˇirenoj domeni. Primijetimo da je Fp
takoder vektorski prostor ako definiramo operacije na klasama ekvivalencije preko opera-
cija na reprezentantima.
Definicija 2.1.7. Za neku otvorenu okolinu U od p P X definiramo preslikavanje
ρp : F pUq Ñ Fp
koje funkciji f pridruzˇuje reprezentanta po relaciji „. Klasu ρpp f q nazivamo klica od f u
p.
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2.2 Diferencijalne forme
Ako zˇelimo integrirati po n´dimenzionalnim plohama, n ě 2, moramo poopc´iti objekt
koji integriramo u odnosu na 1´dimenzionalni slucˇaj. U tu svrhu uvodimo diferencijalne
forme.
Vec´ smo vidjeli da su nam na Riemannovim plohama posebno zanimljive holomorfne
i meromorfne funkcije. Iako c´emo definirati i holomorfne i meromorfne diferencijalne
forme, centralni pojam bit c´e nam C8 forme, kojim oslabljujemo uvjet holomorfnosti.
Definicija 2.2.1. U C8pUq, U otvoren podskup od C, s koordinatom z “ x` iy, su funkcije
koje imaju derivaciju svakog reda po realnim varijablama x i y.
Jasno, funkcije iz C8pUq su poopc´enje holomorfnih funkcija u smislu da zadrzˇavamo
uvjet beskonacˇne realne diferencijabilnosti, a ispusˇtamo zahtjev ispunjavanja Cauchy - Ri-
emannovih uvjeta.
Definicija 2.2.2. Za f P C8pUq definiramo B fBz :“ 12pB fBx ´ iB fBy q i B fBz¯ :“ 12pB fBx ` iB fBy q.
Napomena 2.2.3. Primijetimo da je f P C8pUq holomorfna na U ako i samo ako B fBz¯ ” 0
na U.
Neka je X Riemannova ploha. Oznacˇimo s E snop opisan u primjeru 2.1.4 za C8
funkcije. Neka je p P X. Tada struk Ep sadrzˇi sve klice diferencijabilnih funkcija u tocˇki
p. Oznacˇimo s mp Ă Ep vektorski potprostor funkcija klica koje isˇcˇezavaju u p, a sa
m2p Ă mp potprostor funkcija klica koje u p imaju nultocˇku barem drugog reda. Definiramo
da funkcija klica isˇcˇezava u tocˇki p ako isto vrijedi za nekog njezinog reprezentanta, a to
je dobro definirano jer su dvije funkcije u relaciji ekvivalencije ako se podudaraju na nekoj
otvorenoj okolini od p. Prisjetimo se, funkcija f na X ima u p nultocˇku reda barem 2 ako
f ppq “ B fBx ppq “ B fBy ppq “ 0.
Definicija 2.2.4. Kvocijentni vektorski prostor
T p1qp :“ mp{m2p
se zove kotangentni prostor od X u tocˇki p. Ako je U otvorena okolina od p i f P EpUq,
onda definiramo diferencijal od f u p dp f P T p1qp ,
dp f :“ p f ´ f ppqq mod m2p.
Teorem 2.2.5. Neka je X Riemannova ploha, p P X i pU, zq okolina od p i koordinata u C,
z “ x ` iy. Tada su tdpx, dpyu i tdpz, dpz¯u baze za T p1qp . Ako je f funkcija diferencijabilna
u p, onda vrijedi
dp f “ B fBx ppqdpx`
B f
By ppqdpy “
B f
Bz ppqdpz`
B f
Bz¯ ppqdpz¯.
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Dokaz. Tvrdnje c´emo prvo pokazati za x, y, a zatim ih prenijeti u slucˇaju z, z¯. Tvrdimo da
tdpx, dpyu razapinju T p1qp . Neka je t P T p1qp , t “ ϕ ` m2p, ϕ funkcija klica iz Ep. ϕ mozˇemo
razviti oko p u Taylorov red pa dobivamo:
ϕ “ c1px´ xppqq ` c2py´ yppqq ` ψ,
gdje su c1, c2 P C i ψ P m2p. Uzimajuc´i ovu jednakost modulo m2p dobivamo
t “ c1dpx` c2dpy.
Dokazˇimo da je skup tdpx, dpyu linearno nezavisan. Ako αdpx ` βdpy “ 0, onda αdpx `
βdpy P m2p, to jest αpx´ xppqq`βpy´yppqq P m2p. Derivirajuc´i jednakost po x, y dobivamo
α “ β “ 0.
Ako je f diferencijabilna oko p, onda iz razvoja u Taylorov red argumentima kao u
prvo dijelu dokaza zakljucˇujemo
f ´ f ppq “ B fBx ppqpx´ xppqq `
B f
By ppqpy´ yppqq ` g,
gdje g ima nultocˇku u p reda barem 2.
Dokazˇimo sada analogne tvrdnje za z, z¯. Jer je z “ x ` iy i z¯ “ x ´ iy, iz definicije
diferencijala funkcije u tocˇki dobivamo dpz “ dpx ` idpy i dpz¯ “ dpx ´ idpy. Jer je
matrica
„
1 i
1 ´i

regularna, zakljucˇujemo da je tdpz, dpz¯u takoder baza za T p1qp . Tvrdnja
dp f “ B fBz ppqdpz` B fBz¯ ppqdpz¯ slijedi iz dokazane dp f “ B fBx ppqdpx` B fBy ppqdpy uvrsˇtavanjem
definicija operatora BBz i
B
Bz¯ te zapisa diferencijala dpz, dpz¯ preko dpx, dpy.

Primijetimo da smo u teoremu 2.2.5 fiksirali otvorenu okolinu od p i koordinatu. U
sljedec´oj propoziciji c´emo pokazati da jednodimenzionalni potprostori Cdpz i Cdpz¯ u T
p1q
p
ne ovise o izboru koordinate oko tocˇke p.
Propozicija 2.2.6. Potprostori Cdpz i Cdpz¯ u T
p1q
p ne ovise o izboru koordinate i okoline
oko tocˇke p.
Dokaz. Neka su pU, zq i pU 1, z1q dvije okoline i koordinate oko tocˇke p P X. Tada znamo da
postoji holomorfna funkcija T takva da je T pzq “ z1. Bz1Bz ppq “ c P C˚ jer BTpzqBz ppq ‰ 0 jer je
T bijekcija pa imamo: T ˝S “ id {Bz ñ T 1pS pzqqS 1pzq “ 1 pa ne mozˇe poprimiti vrijednost
0 u tocˇki p. Imamo Bz¯1Bz¯ ppq “ ¯pBz1Bz qppq “ c¯ iz definicije Bz¯. Takoder vrijedi Bz
1
Bz¯ ppq “ 0 jer
je T holomorfna pa zadovoljava Cauchy - Riemannove uvjete. Konjugiranjem zakljucˇimo
Bz¯1
Bz ppq “ 0. Primijenivsˇi dobiveno na formulu dp f “ B fBz ppqdpz` B fBz¯ ppqdpz¯ iz teorema 2.2.5
za f “ z1, z¯1 dobivamo dpz1 “ cdpz i dpz¯1 “ c¯dpz¯ cˇime smo pokazali tvrdnju. 
2.2. DIFERENCIJALNE FORME 35
Napomena 2.2.7. Definirajmo T 1,0p :“ Cdpz i T 0,1p :“ Cdpz¯. U teoremu 2.2.5 smo pokazali
da vrijedi T p1qp “ T 1,0p ‘ T 0,1p . Elemente iz T 1,0p (T 0,1p ) nazivamo kotangentni vektori tipa
p1, 0q pp0, 1qq.
Konacˇno mozˇemo dati definiciju diferencijalne forme na Riemannovoj plohi:
Definicija 2.2.8. Neka je X Riemannova ploha. Diferencijalna forma stupnja 1, krac´e
1-forma, na X je preslikavanje
ω : X Ñ
ď
pPX
T p1qp
takvo da je ωppq P T p1qp , za svaki p P X. Ako je ωppq P T 1,0p (T 0,1p ), za svaki p P X, onda
kazˇemo da je forma tipa p1, 0q pp0, 1qq. Analogno definiramo 1-formu na proizvoljnom
otvorenom podskupu od X.
Primjer 2.2.9. i) Neka je f P EpUq, U Ă X otvoren. Preslikavanje pd f qppq :“ dp f je
diferencijalna 1-forma.
ii) Neka je ω 1-forma na U i f : U Ñ C funkcija. Tada je preslikavanje p fωqppq :“
f ppqωppq, @p P U takoder 1-forma na U.
Definicija 2.2.10. Neka je X Riemannova ploha. 1-forma je diferencijabilna ako se s
obzirom na svaku kartu pU, zq ω mozˇe zapisati kao
ω “ f dz` gdz¯ na U, gdje su f , g P EpUq.
1-forma je holomorfna ako se s obzirom na svaku kartu pU, zq ω mozˇe zapisati kao
ω “ f dz na U, gdje je f P OpUq.
Napomena 2.2.11. Za U Ă X otvoren, uvedimo notaciju:
Ep1qpUq := vektorski prostor diferencijabilnih 1-formi na U
E1,0pUq := vektorski prostor formi tipa (1,0)
E0,1pUq := vektorski prostor formi tipa (0,1)
ΩpUq := vektorski prostor holomorfnih 1-formi
U primjeru 2.2.9 ii) smo vidjeli da su gore navedeni prostori zatvoreni na mnozˇenje kom-
pleksnim brojem f ” c P C. Ostali aksiomi vektorskog prostora vrijede jer su T p1qp vektor-
ski prostori, za @p P U.
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Reziduum
Neka je p P Y Ă X i ω holomorfna 1-forma na Yztpu. Neka je U Ă Y takav da je p P U
i z koordinata na U centrirana u p. Tada je ω “ f dz, za holomorfnu funkciju f na Uztpu.
Za meromorfne funkcije na Riemannovoj plohi smo pokazali da red nultocˇke ili pola ne
ovisi o izboru koordinate. To se direktno prenosi na ovako definiranu diferencijalnu formu.
Sˇtovisˇe, vrijedi i da je dobro definiran reziduum diferencijalne forme:
f “
ÿ
nPZ
cn ¨ zn
Resppωq :“ c´1
Teorem 2.2.12. Definicija od Resp ne ovisi o izboru koordinate oko tocˇke p.
Dokaz. Dokaz c´emo provesti u dva koraka.
1. tvrdnja: Ako je ϕ holomorfna na Vztpu, onda je reziduum od dϕ jednak 0 i ne ovisi
o izboru koordinate.
Dokaz 1. tvrdnje: Za koordinatu z na nekoj okolini od p imamo: ϕ “ ř8n“´8 cnzn.
Tada je dϕ “ př8n“´8 ncnzn´1qdz pa je koeficijent uz 1z jednak 0. X
2. tvrdnja: Neka je ϕ holomorfna na V s nultocˇkom prvog reda u p. Tada je Respp 1ϕdϕq “
1 i ne ovisi o izboru koordinate.
Dokaz 2. tvrdnje: Za neku koordinatu z centriranu u p imamo da je ϕ “ zh, za h
holomorfnu na V koja nema nultocˇku u p. Iz definicije od dϕ po tocˇkama i cˇinjenice da
operatori BBz i
B
Bz¯ zadovoljavaju Leibnitzovo pravilo djelovanja na umnozˇak dvije funkcije
dobivamo: dϕ “ zdh ` hdz. Tada je: dϕ
ϕ
“ zdh`hdzzh “ dhh ` dzz . Jer h nema nultocˇku u p,
dh
h je holomorfna u p pa joj je reziduum jednak 0, za svaki odabir koordinate z. Reziduum
1-forme dzz u tocˇki p je jasno 1, za svaki odabir koordinate z. X
Uz oznake za f kao gore, neka je
g :“
´2ÿ
n“´8
cn
n` 1z
n`1 `
8ÿ
n“0
cn
n` 1z
n`1.
Jer je
ş
f ´ c´1z´1dz “ g ` C, C P C, integriranjem cˇlan po cˇlan u razvoju u Laurentov
red u C dobivamo da je g holomorfna funkcija na nekoj punktiranoj okolini od p. Tada
vrijedi ω “ dg ` c´1z´1dz. U 1. tvrdnji smo vidjeli da je Resppdgq “ 0, a u drugoj da je
Resppc´1z´1dzq “ c´1. Time dovrsˇavamo dokaz. 
Definicija 2.2.13. Diferencijalna 1-formaω na X je meromorfna diferencijalna 1-forma na
X ako postoji otvoreni skup A Ă X takav da je ω holomorfna na A, XzA je skup izoliranih
tocˇaka u X i ω ima pol u svakoj tocˇki iz XzA.
Vektorski prostor meromorfnih 1-formi na X oznacˇavamoMpXq.
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Vanjski produkt
Zapocˇnimo opc´enitom konstrukcijom vanjskog produkta vektorskog prostora sa samim
sobom.
Definicija 2.2.14. Neka je V vektorski prostor nad C.
Λ2V := skup konacˇnih suma elemenata oblika v1 ^ v2, v1, v2 P V.
Preslikavanje ^ : V ˆ V Ñ Λ2V, ^pv1, v2q :“ v1 ^ v2 zadovoljava sljedec´a svojstva:
i) pv1 `V v2q ^ v3 “ v1 ^ v3 ` v2 ^ v3,
ii) pλv1q ^ v2 “ λpv1 ^ v2q,
iii) v1 ^ v2 “ ´v2 ^ v1, za sve v1, v2, v3 P V i λ P C.
Napomena 2.2.15. Svojstva i) i ii) preslikavanja ^ vrijede i na drugoj koordinati dvostru-
kom primjenom svojstva iii).
Teorem 2.2.16. Neka je V vektorski prostor nad C s bazom te1, ..., enu. Tada je (Λ2V,+,¨)
vektorski prostor.
Dokaz. Suma dva elementa koji su konacˇne sume elemenata oblika v1 ^ v2 je opet suma
konacˇno mnogo elemenata oblika v1^v2. Drugo svojstvo preslikavanja^ osigurava zatvo-
renost na mnozˇenje skalarom. Provjerimo da je pΛ2V,`q Abelova grupa. Asocijativnost
i komutativnost zbrajanja su u definiciji Λ2V kao skupa. Neutral za zbrajanje je 0 ^ 0 jer
0 ^ 0 ` v1 ^ v2 “ iq “ 0 ^ 0 ` 0 ^ v2 ` v1 ^ v2 “ iq & iiiq “ 0 ^ v2 ` v1 ^ v2 “
p0` v1q ^ v2 “ v1 ^ v2. U racˇunu smo koristili 0^ v “ 0^ 0, za v P V , sˇto se lako dobije
iz iq i iiiq. Neutral od v1^ v2 je jasno ´v1^ v2. Ostala svojstva multiplikativnosti slijede iz
analognih za vektorski prostor V i direktne primjene nekih svojstava preslikavanja ^. 
Napomena 2.2.17. Mozˇe se pokazati da je E “ tei ^ e j : 1 ď i ă j ď nu baza za
(Λ2V,+,¨).
Primijenimo sada gornju konstrukciju na kotangentni prostor T p1qp na Riemannovoj
plohi X u tocˇki p.
Definicija 2.2.18. Definiramo T p2qp := Λ2T
p1q
p .
Napomena 2.2.19. Pokazali smo u teoremu 2.2.5 da je tdpz, dpz¯u baza za T p1qp . Napome-
nom 2.2.17 dobivamo da je dpz^ dpz¯ baza za T p2qp . Dakle, T p2qp je jednodimenzionalan.
Definicija 2.2.20. Neka je X Riemannova ploha. 2- forma na X je preslikavanje
ω : X Ñ
ď
pPX
T p2qp
takvo da je ωppq P T p2qp , za svaki p P X.
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Primjer 2.2.21. i) ω “ f dz ^ dz¯, ωppq :“ f ppqdpz ^ dpz¯ je 2-forma. Za f P EpXq, za ω
kazˇemo da je diferencijabilna 2-forma. Skup takvih formi oznacˇavamo Ep2qpXq.
ii) Ako su ω1, ω2 P pEqp1qpXq, onda je ω1 ^ ω2 P pEqp2qpXq i pω1 ^ ω2qppq “ ω1ppq ^
ω2ppq. To vidimo iz sljedec´eg racˇuna:
ω1 “ f1dz` g1dz¯, ω2 “ f2dz` g2dz¯, f1, f2, g1, g2 P EpXq
ω1 ^ ω2 “ p f1dz` g1dz¯q ^ p f2dz` g2dz¯q “ p f1g2 ´ f2g1qdz^ dz¯.
iii) Neka je ω P Ep2qpXq i f P EpXq. Tada je ω f P Ep2qpXq ako stavimo pω f qppq “
ωppq f ppq, za svaki p P X.
Vanjska derivacija formi
Definirajmo sada derivaciju d : Ep1qpXq Ñ Ep2qpXq. Lokalno se diferencijabilna 1-forma
mozˇe zapisati kao
ω “
nÿ
k“1
fkdgk,
gdje su fk, gk P EpXq. Na primjer, ω “ f1dz` f2dz¯, za f1, f2 P EpXq.
Definicija 2.2.22. Operator d : Ep1qpXq Ñ Ep2qpXq definiramo s dω “ řnk“1 d fk ^ dgk.
Propozicija 2.2.23. Definicija operatora d ne ovisi o izboru funkcija u zapisu forme ω “řn
k“1 fkdgk.
Dokaz. Uzmimo da je pU, zq lokalna koordinata i da je řnk“1 f˜kdg˜k drugi lokalni prikaz
formeω. Koristit c´emo forme dx, dy jer c´e se kasnije u dokazu pojaviti potreba za korisˇtenjem
Schwartzovog pravila. Sjetimo se da je
dgk “ BgkBx dx`
Bgk
By dy
i analogno za dg˜k. Kako je tdpx, dpyu baza za pripadni kotangentni prostor T p1qp mozˇemo
izjednacˇiti ”koeficijente”:
nÿ
k“1
fk
Bgk
Bx “
nÿ
k“1
f˜k
Bg˜k
Bx i
nÿ
k“1
fk
Bgk
By “
nÿ
k“1
f˜k
Bg˜k
By .
Derivirajuc´i prvu jednakost po y, a drugu po x, te oduzimanjem, uz primjenu Schwartzovog
pravila, dobivamo:
nÿ
k“1
B fk
By
Bgk
Bx ´
B fk
Bx
Bgk
By “
nÿ
k“1
B f˜k
By
Bg˜k
Bx ´
B f˜k
Bx
Bg˜k
By .
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No, po primjeru 2.2.21 ii) dobivamo da je
nÿ
k“1
d fk ^ gk “
nÿ
k“1
pB fkBy
Bgk
Bx ´
B fk
Bx
Bgk
By qdx^ dy
iz cˇega slijedi tvrdnja. 
Navedimo sada dva elementarna svojstva vanjske derivacije:
Propozicija 2.2.24. Neka je X Riemannova ploha, ω P Ep1qpXq, f P EpXq. Tada vrijedi:
i) dd f “ 0
ii) dp fωq “ d f ^ ω` f dω
Dokaz. i) dd f “ dp1 ¨ d f q “ d1^ d f “ 0^ d f “ 0
ii) dp fωq “ dpřnk“1 f ¨ fkdgkq “ řnk“1 dp f fkq^dgk “ řnk“1 fkd f ^dgk` f d fk^dgk “
d f ^ ω` f dω

Uvedimo sada dva bitna pojma:
Definicija 2.2.25. Diferencijalna 1-forma ω P Ep1qpXq je zatvorena ako je dω “ 0, a
egzaktna ako postoji f P EpXq takva da je ω “ d f .
Napomena 2.2.26. U propoziciji 2.2.24 smo vidjeli da je dd f “ 0 pa je svaka egzaktna
forma zatvorena. Obrat opc´enito ne vrijedi.
Teorem 2.2.27. Sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
i) Svaka holomorfna 1-forma je zatvorena.
ii) Svaka zatvorena 1-forma tipa p1, 0q je holomorfna.
Dokaz. Neka je ω diferencijabilna 1-forma tipa p1, 0q. Tada ju mozˇemo s koordinatom
pU, zq zapisati kao ω “ f dz.
dω “ d f ^ dz “ pB fBz dz`
B f
Bz¯ dz¯q ^ dz “ ´
B f
Bz¯ dz¯dz^ dz¯
Iz ekvivalencije f P EpXq je holomorfnaô B fBz¯ “ 0 dobivamo tvrdnju. 
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Povlak diferencijalnih formi
Neka je F : X Ñ Y holomorfno preslikavanje medu Riemannovim plohama X i Y . Funk-
cije i diferencijalne forme na Y induciraju redom funkcije i forme na X sljedec´om kons-
trukcijom:
Definicija 2.2.28. Neka su f P EpXq, ω P Ep1qpXq, µ P Ep2qpXq. Definiramo homomor-
fizme:
F˚ : EpYq Ñ EpF´1pYqq, F˚p f q “ f ˝ F
F˚1 : Ep1qpYq Ñ Ep1qpF´1pYqq, F˚1 pωq “ F˚1 p
nÿ
k“1
fkdgkq “
nÿ
k“1
pF˚ fkqdpF˚gkq
F˚2 : Ep2qpYq Ñ Ep2qpF´1pYqq, F˚2 pµq “ F˚2 p
nÿ
k“1
fkdgk^dhkq “
nÿ
k“1
pF˚ fkqdpF˚gkq^dpF˚hkq
Opet se postavlja pitanje dobre definiranosti homomorfizama F˚1 i F
˚
2 . Pokazat c´emo
da je F˚1 dobro definiran, a provjera za F
˚
2 ide analogno.
Propozicija 2.2.29. Homomorfizam F˚1 je dobro definiran.
Dokaz. Neka je pU, zq lokalna koordinata, z “ x ` iy, i řnk“1 f˜kdg˜k drugi lokalni prikaz
forme ω. Jer je
dgk “ BgkBx dx`
Bgk
By dy
i tdpx, dpyu je baza za pripadni kotangentni prostor T p1qp mozˇemo izjednacˇiti ”koeficijente”:
nÿ
k“1
fk
Bgk
Bx “
nÿ
k“1
f˜k
Bg˜k
Bx i
nÿ
k“1
fk
Bgk
By “
nÿ
k“1
f˜k
Bg˜k
By .
Komponiranjem sa F dobivamo:
nÿ
k“1
p fk ˝FqpBgkBx ˝Fq “
nÿ
k“1
p f˜k ˝FqpBg˜kBx ˝Fq i
nÿ
k“1
p fk ˝FqpBgkBy ˝Fq “
nÿ
k“1
p f˜k ˝FqpBg˜kBy ˝Fq.
S druge strane,
F˚p fkqdpF˚pgkqq “ p fk ˝ FqpBpgk ˝ FqBx dx`
Bpgk ˝ Fq
By dyq “
“ p fk ˝ FqppBgkBx ˝ Fq
BF
Bx dx` p
Bgk
By ˝ Fq
BF
By dyq
iz cˇega dobivamo tvrdnju. 
Napomena 2.2.30. Izravno iz definicije mozˇe se provjeriti da vrijedi F˚pd f q “ dpF˚ f q i
F˚pdωq “ dpF˚ωq.
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Zadatci
Za kraj poglavlja rijesˇimo par zadataka s konkretnim funkcijama i formama u svrhu teme-
ljitijeg razumijevanja teorije.
Zadatak 2.2.31. Neka je F : C Ñ C˚, Fpzq “ ez holomorfno preslikavanje Riemannovih
ploha C i C˚ te ω “ dzz holomorfna 1-forma na C˚. Dokazˇite da je F˚pωq “ dz.
Dokaz. Po definiciji, F˚pωq “ F˚p dzz q “ 1Fpzq ¨ BFBz dz “ e
z
ez dz “ dz. 
Zadatak 2.2.32. Dokazˇite da se holomorfna 1-forma
µ “ dz
1` z2
na Czt˘iu mozˇe prosˇiriti do holomorfne 1-forme ω na P1zt˘iu. Potom odredite F˚pωq za
F : CÑ P1zt˘iu, Fpzq “ tanpzq.
Dokaz. Prisjetimo se, na Riemannovoj sferi P1 imamo tocˇke koje preko karte poisto-
vjec´ujemo s tocˇkama iz C te dodatnu tocˇku u beskonacˇnosti 8. Da bismo prosˇirili formu
µ na P1zt˘iu potrebno ju je zadati na okolini od 8 . Kako je funkcija prijelaza medu kar-
tama na Riemannovoj sferi jednaka z “ T pwq “ 1w , na okolini od 8 dobivamo formulu:
1
1`p 1w q2
p 1wq1dw “ ´ 11`w2 dw. Time smo µ prosˇirili do holomorfne funkcije na P1zt˘iu. F
je holomorfno preslikavanje pridruzˇeno meromorfnoj funkciji zvanoj kompleksni tangens.
Na okolini tocˇke iz C dobivamo F˚pωq “ 11`ptanpzqq2 ¨ 1cos2pzqdz “ dz. Na okolini od 8
dobivamo F˚pωq “ ´dw. 
Zadatak 2.2.33. Neka je F : Y Ñ X holomorfno preslikavanje Riemannovih ploha, a P X,
b P F´1paq i k multiplicitet preslikavanja F u tocˇki b. Ako je ω holomorfna 1-forma na
Xztau, dokazˇite da je
ResbpF˚ωq “ k ¨ Resapωq.
Dokaz. Kako je ω holomorfna 1-forma, oko svake tocˇke postoji holomorfna funkcija f
tako da vrijedi ω “ f pzqdz. Uzmimo da je w koordinata centrirana u a. Po propoziciji
1.3.5 znamo da postoji koordinata z oko tocˇke b tako da F poprima lokalnu normalnu
formu z Ñ zk. Razvijmo f u Laurentov red oko a:
f pwq “
ÿ
nPZ
cnwn
Jer je F˚ω “ f pzkq ¨ kzk´1dz na okolini tocˇke b, slijedi ResbpF˚ωq “ k ¨ c´1. Time je
pokazana tvrdnja. 
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2.3 Integracija diferencijalnih formi
Diferencijalne forme uvedene su kako bismo mogli generalizirati pojam integracije kada
su podrucˇja integracije podskupovi Riemannovih ploha. Pokazˇimo kako provodimo tu
konstrukciju.
Diferencijalne 1-forme
Neka je X Riemannova ploha i ω P Ep1qpXq.
Definicija 2.3.1. Po dijelovima neprekidno diferencijabilna krivulja c na X je neprekidno
preslikavanje c : r0, 1s Ñ X za koje postoji particija 0 “ t0 ă t1 ă ... ă tn´1 ă tn “ 1 na
intervalu r0, 1s i karte pUk, zkq, zk “ xk` iyk, k “ 1, ..., n, takve da vrijedi cprtk´1, tksq Ă Uk
i xk ˝ c : rtk´1, tks Ñ R, yk ˝ c : rtk´1, tks Ñ R imaju neprekidnu derivaciju prvog reda, za
k “ 1, ..., n.
Pretpostavimo da je dana po dijelovima neprekidno diferencijabilna krivulja c. Na
svakom Uk ω se, po definiciji, mozˇe zapisati kao ω “ fkpzk, z¯kqdzk ` gkpzk, z¯kqdz¯k, gdje su
fk, gk diferencijabilne funkcije. Koristit c´emo pokratu zkptq :“ zk ˝ cptq.
Definicija 2.3.2. Uz oznake kao gore, definiramo:ż
c
ω :“
nÿ
k“1
ż tk
tk´1
p fkpzkptq, z¯kptqqz1kptq ` gkpzkptq, z¯kptqqz¯1kptqqdt
Propozicija 2.3.3. Definicija ne ovisi o izboru karata niti o izboru particije segmenta r0, 1s.
Dokaz. Pokazˇimo prvo da definicija ne ovisi o izboru karata. Dovoljno je dokazati da su
za svaki k odgovarajuc´i integrali jednaki. To c´emo ucˇiniti, a prije toga pojednostavimo
oznake tako da ne pisˇemo k.
Neka su pU, zq i pV,wq dvije koordinate na X takve da je cprtk´1, tksq Ă U,V za neki
fiksni k. Tada imamo ω “ f pz, z¯qdz ` gpz, z¯qdz¯ na U i ω “ hpw, w¯qdw ` kpw, w¯qdw¯ na
V . Jer su z i w karte na X, postoji holomorfna funkcija T takva da je w “ T pzq. Tada
dobivamo:
f pz, z¯q “ hpT pzq, T¯ pzqqT 1pzq i gpz, z¯q “ kpT pzq, T¯ pzqqT¯ 1pzq p‹q
isto kao u dokazu propozicije 2.2.6. Jedan integral jeż b
a
phpwptq, w¯ptqqw1ptq ` kpwptq, w¯ptqqw¯1ptqqdt,
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a drugi nakon uvrsˇtavanja p‹q jeż b
a
phpT pzptqq, T¯ pzptqqqT 1pzptqqz1ptq ` kpT pzptqq, T¯ pzptqqqT¯ 1pzptqqz¯1ptqqdt.
Jer je w “ T pzq i w1 “ pT pzqq1 “ T 1pzqz1 dobivamo da su integrali jednaki.
Pokazˇimo da definicija ne ovisi o izboru subdivizije segmenta r0, 1s. Pretpostavimo da
postoje dvije subdivizije od r0, 1s. Integral po intervalu u R je konacˇno aditivan u domeni
integracije pa, ukoliko je moguc´e, integral po rtk´1, tks rastavimo na njih konacˇno s rubnim
tocˇkama druge subdivizije. Moguc´e je da smo na tim podintervalima izabrali druge karte,
medutim po prvom dijelu dokaza integral je invarijantan na odabira karti. 
Pokazˇimo neka osnovna svojstva integrala diferencijalnih 1-formi:
Lema 2.3.4. Neka su X i Y Riemannove plohe i c : r0, 1s Ñ X po dijelovima neprekidno
diferencijabilan put u X. Tada vrijedi:
i) Ako je f P EpXq, onda je ż
c
d f “ f pcp1qq ´ f pcp0qq,
gdje je cptq “ pzptq, z¯ptqq.
ii) Ako je F : X Ñ Y holomorfno preslikavanje Riemannovih ploha i ω P EpYq, ondaż
F˝c
ω “
ż
c
F˚ω.
Dokaz. i) Raspisˇimo po definiciji:ż
c
d f “
ż 1
0
pB fBz pcptqqz
1ptq ` B fBz¯ pcptqqz¯
1ptqqdt “
“
ż 1
0
1
2
pB fBx pcptqqz
1ptq ´ iB fBy pcptqqz
1ptq ` B fBx pcptqqz¯
1ptq ` iB fBy pcptqqz¯
1ptqqdt “
“ px1ptq “ z
1ptq ` z¯1ptq
2
, y1ptq “ z
1ptq ` z¯1ptq
2i
q “
“
ż 1
0
pB fBx pcptqqx
1ptq ` B fBy pcptqqy
1ptqqdt “
ż 1
0
d
dt
p f pcptqqqdt “
“ f pcp1qq ´ f pcp0qq
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ii) Ova tvrdnja takoder slijedi direktno iz definicija:ż
F˝c
ω “
ż
F˝c
f dz` gdz¯ “
“
ż 1
0
p f pFpcptqqqBFBz pcptqqz
1ptq ` gpFpcptqqqBFBz¯ pcptqqz¯
1ptqqdt “
“
ż
c
F˚ω

Diferencijalne 2-forme
U ovom potpoglavlju pogledajmo kako integrirati diferencijalne 2-forme na Riemannovim
plohama.
Definicija 2.3.5. Neka je T Ă X takav da je T Ă U, φ : U Ñ V karta na X i T home-
omorfan trokutu u C. Nadalje, neka je ω P Ep2qpUq i f P EpXq takva da je ω “ f dz ^ dz¯.
Definiramo: ż ż
T
ω :“
ż ż
φpTq
p f ˝ φ´1qpzqdz^ dz¯,
gdje je na desnoj strani definicijske jednakosti uobicˇajeni plosˇni integral u C.
Propozicija 2.3.6. Definicija integracije 2-forme po trokutu ne ovisi o izboru karte koja ga
sadrzˇi u domeni.
Dokaz. Pretpostavimo da je ψ : U˜ Ñ V˜ neka druga karta takva da je T Ă U˜. Tada je
ω “ gdw^ w¯, za g P EpXq. Neka je T holomorfna funkcija prijelaza medu koordinatama:
w “ T pzq. Tada iz dva zapisa forme ω na presjeku domena dobivamo p f ˝ φ´1qpzqdz^ z¯ “
pg ˝ψ´1qpwqdw^ dw¯ “ pg ˝ψ´1qpT pzqqdpT pzqq ^ dpT¯ pzqq “ pg ˝ φ´1qpzq||T 1pzq||2dz^ dz¯
isto kao u dokazu propozicije 2.2.6. Sada imamo:ż ż
ψ´1pTq
pg ˝ ψ´1qpwqdw^ dw¯ “ rw “ T pzqs “
ż ż
φ´1pTq
pg ˝ φ´1qpzq||T 1pzq||2dz^ dz¯ “
“
ż ż
φpTq
p f ˝ φ´1qpzqdz^ dz¯,
gdje smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijabli u plosˇnom integralu u C. 
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Napomena 2.3.7. Neka je D Ă X skup koji se mozˇe triangulirati. Odaberimo tada trian-
gulaciju od D takvu da je svaki trokut sadrzˇan u domeni neke karte na X. Tada integral
diferencijalne 2-forme definiramo kao sumu integrala po manjim trokutima. Ovo je do-
bro definiran integral jer svake dvije triangulacije skupa imaju zajednicˇko profinjenje. Josˇ
preostaje primijetiti da je integral po skupu jednak sumi integrala po dijelovima njegove
konacˇne particije. Detaljniji opis triangulacije skupova cˇitatelj mozˇe potrazˇiti u [5].
Greenov teorem
Nakon sˇto smo definirali integriranje 1-formi i 2-formi, mozˇemo prenijeti Greenov teorem
u teoriju Riemannovih ploha.
Teorem 2.3.8. Neka je D Ă X triangulabilan skup na Riemannovoj plohi X. Neka je
ω P Ep1qpXq. Tada vrijedi: ż
BD
ω “
ż ż
D
dω.
Dokaz. Jer su obje strane jednakosti aditivne obzirom na triangulaciju domene, dovoljno
je dokazati tvrdnju kada je D trokut sadrzˇan u domeni neke karte na X. No, po definiciji
integrala, tada je to tvrdnja Greenovog teorema u R2 – C. 
Teorem o reziduumima
Sjetimo se da smo definirali pojam reziduuma meromorfne 1-forme u tocˇki. Znamo da
u teoriji kompleksne analize postoji teorem o reziduumima pa se postavlja pitanje koji je
njegov analogon u teoriji Riemannovih ploha. Prisjetimo se iskaza teorema na podskupu
od C:
Neka je U Ă C otvoren, jednostavno povezan skup koji sadrzˇi konacˇno tocˇaka a1, ..., an.
Neka je f funkcija definirana i holomorfna na Uzta1, ..., anu. Neka je γ zatvorena, po
dijelovima glatka krivulja u U koja svaku od tocˇaka a1, ..., an obilazi jedanput i one se ne
nalaze na krivulji. Tada vrijedi:¿
γ
f pzqdz “ 2pii
nÿ
k“1
Resakp f q.
Teorem c´emo prenijeti na kompaktne Riemannove plohe te se u tvrdnji teorema mozˇe
algebarski uocˇiti posljedica topolosˇke kompaktnosti Riemannove plohe.
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Teorem 2.3.9. Neka je ω meromorfna 1-forma na kompaktnoj Riemannovoj plohi X. Tada
vrijedi: ÿ
pPX
Resppωq “ 0.
Dokaz. Jer je X kompaktan, polovi forme ω cˇine diskretan skup u X pa se radi o konacˇnoj
sumi. Neka su p1, ..., pn polovi od ω. Za svaki pol pi odaberimo kruzˇnicu γi koja je opisana
oko pola i ne sadrzˇi niti jedan drugi pol od ω. Takvu kruzˇnicu je moguc´e pronac´i jer su
polovi meromorfnih funkcija izolirani. Neka je f meromorfna funkcija na X takva da je
ω “ f dz. U teoremu 2.2.12 smo pokazali da vrijednost Resppωq ne ovisi o izboru funkcije
f . Iz razvoja funkcije u Laurentov red znamo da je Respipωq “ 12pii
ş
φ˝γip f ˝ φ´1qpzqdz,
gdje je φ karta na X : U Ñ V takva da je γi Ă U. To mozˇemo postic´i smanjivanjem
radijusa kruzˇnice γi ako je potrebno. No, po definiciji integracije u C i integracije diferen-
cijalne forme ω dobivamo Respipωq “ 12pii
ş
γi
ω. Oznacˇimo s Ui interior kruga s kruzˇnicom
γi. Neka je D :“ Xz Yni“1 Ui. D kao zatvoren potprostor kompaktnog Hausdorffovog
topolosˇkog prostora je kompaktan. U knjizi [4] mozˇe se pronac´i dokaz da je kompak-
tna Riemannova ploha triangulabilna. Stoga mozˇemo primijeniti Greenov teorem 2.3.8.
Ako oznacˇimo sa
řn
i“1 γi domenu integracije po sumandima, onda je BD “ ´
řn
i“1 γi, sˇto
oznacˇava domenu integacije po invertiranim putevima koji su sumandi. Tada imamo:
nÿ
i“1
Respipωq “ 12pii
nÿ
i“1
ż
γi
ω “ ´ 1
2pii
ż
řn
i“1 γi
ω “ ´ 1
2pii
ż
BD
ω “ ´ 1
2pii
ż ż
D
dω “ 0,
gdje zadnja jednakost vrijedi jer je dω “ 0 na D jer je ω na D holomorfna pa se ω mozˇe
lokalno prikazati kao ω “ ddg za neku holomorfnu funkciju g. Po propoziciji 2.2.24
imamo tvrdnju. 
Teorem o reziduumima je od velike vazˇnosti u teoriji Riemannovih ploha. Mozˇe se
rec´i da je u temelju dokaza Riemann-Rochovog teorema koji detaljno opisuje prostor me-
romorfnih funkcija s odredenim polovima na kompaktnoj Riemannovoj plohi. Uz teoriju
divizora i ulaganja Riemannovih ploha u projektivne prostore, Riemann-Rochov teorem
povezuje Riemannove plohe s algebarskom geometrijom. Primjer poveznice cˇitatelj mozˇe
pronac´i u [1].
Medutim, ne moramo ic´i daleko da bismo vidjeli korisnu primjenu teorema o rezi-
duumima. Ponovno c´emo dokazati teorem 1.3.13 koji smo u prvom poglavlju dokazali
teorijom holomorfnih preslikavanja medu Riemannovim plohama.
Korolar 2.3.10. Neka je f nekonstantna meromorfna funkcija na kompaktnoj Riemannovoj
plohi X. Tada je: ÿ
pPX
ordpp f q “ 0.
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Dokaz. Fiksirajmo tocˇku p P X i neka je pU, zq koordinata oko p. Oznacˇimo n :“ ordpp f q.
Jer je f “ anzn`an`1zn`1`... holomorfna na punktiranoj okolini od p imamo d f “ B fBz dz “
pn ¨anzn´1` ...qdz pa je d ff “ n¨anz
n´1
anzn
¨ hpzqgpzq , za holomorfnu funkciju hpzqgpzq sa slobodnim cˇlanom
‰ 0. Zato je ordpp f q “ Respp d ff q pa primjenom teorema 2.3.9 dobivamo tvrdnju. 
Uvjerimo se direktnim racˇunom da teorem o reziduumima vrijedi na Riemannovoj
sferi.
Primjer 2.3.11. Na Riemannovoj sferi C8 tvrdnja teorema o reziduumima glasi:
za meromorfnu 1-formu ω na C8 vrijediÿ
pPC8
Resppωq “ 0.
U teoremu 1.5.1 smo vidjeli da je svaka meromorfna funkcija na P1 omjer dva homogena
polinoma istog stupnja. Na C8 gledajmo skrac´enu notaciju karti: z i 1z . U terminima
tih karti, meromorfnu funkciju na sferi dobivamo dehomogenizacijom racionalne funkcije
na P1. Sada meromorfnu 1-formu ω u karti z mozˇemo zapisati ω “ rpzqdz, za racionalnu
funkciju rpzq. Iz ovog zapisa dobivamo oblik forme u karti z “ T pwq “ 1w : ω “ rp 1wq¨´1w2 dw.
Iskoristimo rastav racionalne funkcije na parcijalne razlomke pa dobivamo:
rpzq “ ppzq ` b1
z´ β1 ` ...`
bn
z´ βn ,
gdje je ppzq polinom, a bi, βi P C. Iz ovog zapisa lako ocˇitamo da je Resβipωq “ bi, za
i “ 1, ..., n i Reszpωq “ 0, za z P Cztβ1, ..., βnu. Preostaje nam izracˇunati Res8pωq. U tu
svrhu pogledajmo:
rp 1
w
q ¨ ´1
w2
“ ´1
w2
pp 1
w
q ` ´b1
w´ β1w2 ` ...`
´bn
w´ βnw2 “
“ ´1
w2
pp 1
w
q ` ´b1
w
1
1´ β1w ` ...`
´bn
w
1
1´ βnw .
Jer su u ´1w2 pp 1wq sve potencije od w manje ili jednake -2, a funkcije 11´βiw holomorfne oko 0
te poprimaju vrijednosti 1 u 0, dobivamo da je Res8pωq “ ´pb1 ` ... ` bnq, sˇto uz ranije
odredene reziduume daje tvrdnju teorema o reziduumima.
Za kraj, pokazˇimo josˇ jednu posljedicu teorema o reziduumima na kompleksnom to-
rusu.
Korolar 2.3.12. Na kompleksnom torusu X “ C{L ne postoji meromorfna funkcija s jed-
nim polom reda 1.
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Dokaz. Neka je p0 P X jedina tocˇka u kojoj f ima pol reda 1. Definirajmo tada meromor-
fnu 1-formu na X formulom ω “ f pzqdz, gdje je z koordinata oko p. Primijetimo da jer
je funkcija prijelaza medu kartama na torusu jednaka z “ T pwq “ w ` l, l P L, i f je L´
periodicˇna kao funkcija na torusu, forma ω je dobro definirana i jednaka ω “ f pwqdw u
svakoj karti na X. No tada je po pretpostavci na funkciju f Resp0pωq ‰ 0 i Resppωq “ 0 za
svaku drugu tocˇku p P X sˇto je u kontradikciji s teoremom o reziduumima. 
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Sazˇetak
U ovom radu izlazˇemo teoriju Riemannovih ploha. U prvom poglavlju uvodimo defini-
ciju Riemannovih ploha i funkcija na njima. Potom dajemo osnovne primjere Riemannovih
ploha kao sˇto su Riemannova sfera, kompleksni torus i glatke afine/projektivne ravninske
krivulje. Takoder navodimo primjere meromorfnih funkcija na spomenutim primjerima Ri-
emannovih ploha. Za Riemannovu sferu smo pokazali da je svaka meromorfna funkcija na
njoj racionalna funkcija. Na kompleksnom torusu primjer meromorfnih funkcija je omjer
translatiranih theta funkcija, dok su na glatkim afinim/projektivnim ravninskim krivuljama
primjeri meromorfnih funkcija omjeri polinoma - homogenih istog stupnja u projektivnom
slucˇaju.
Nadalje, proucˇavamo holomorfna preslikavanja medu Riemannovim plohama. Uvo-
dimo pojam stupnja holomorfnog preslikavanja medu kompaktnim Riemannovim plohama
kojim algebarski argumenti daju uvid o geometrijskim svojstvima ploha. Primjerice, ako je
preslikavanje medu kompaktnim Riemannovim plohama stupnja 1, onda su one izomorfne.
Kako su Riemannove plohe lokalno izomorfne s otvorenim podskupom od C, prirodno
se postavlja pitanje vrijede li klasicˇni teoremi kompleksne analize u teoriji Riemannovih
ploha. Odgovor je potvrdan; neke teoreme mozˇemo direktno prenijeti, neki poprimaju
jednostavniji oblik, dok postoje i teoremi svojstveni samo Riemannovim plohama koji se
odnose na kompaktne Riemannove plohe.
U drugom poglavlju obradujemo integraciju na Riemannovim plohama. Najvazˇnija
konstrukcija u ovom poglavlju je konstrukcija diferencijalnih formi na Riemannovoj plohi,
a provodimo ju kroz teoriju snopova. Nakon toga defniramo integriranje diferencijalnih 1 i
2 formi i lako pokazujemo da je dobro definirano. Glavni teorem ovog poglavlja je teorem o
reziduumima koji je od fundamentalne vazˇnosti za teoriju kompaktnih Riemannovih ploha
i dokaz njezine poveznice s algebarskom geometrijom.

Summary
In this paper we present theory of Riemann surfaces. In first chapter we introduce
definition of Riemann surfaces and functions on them. Then we give basic examples of Ri-
emann surfaces such as Riemann sphere, complex torus and smooth affine/projective plane
curves. Also, we determine meromorphic functions on mentioned examples of Riemann
surfaces. For Riemann sphere we showed that every meromorphic function on it is rati-
onal function. On complex torus example of meromorphic function is ratio of translated
theta functions, while on smooth affine/projective plane curves example of meromorphic
function is ratio of polynomials - homogeneous of the same degree in projective case.
Furthermore, we study holomorphic maps between Riemann surfaces. We introduce
concept of degree of holomorphic map between compact Riemann surfaces which we use
to get information about geometry of Riemann surface through algebraic argument. For
example, if map is of degree 1, than Riemann surfaces are isomorphic.
Since Riemann surfaces are locally isomorphic with open subsets of C, question whet-
her classical theorems of complex analysis are true in theory of Riemann surfaces comes
naturally. The answer is affirmative; some theorems we can be transfered directly, some
come in simpler form, while there are theorems inherent only to theory of Riemann surfa-
ces since they are concerning compact Riemann surfaces.
In second chapter we study integration on Riemann surfaces. The most important cons-
truction in this chapter is construction of differential forms on Riemann surface which is
done by the theory of sheaves. After that, we define integration of differential 1 and 2
forms and we easily show that integration is well defined. The main theorem of this chap-
ter is Residue theorem which is of fundamental importance for theory of compact Riemann
surfaces and for the proof of its connection with algebraic geometry.

Zˇivotopis
Zovem se Barbara Bosˇnjak. Rodena sam 16. prosinca 1993. godine u Osijeku. Ti-
jekom osnovnosˇkolskog i srednjosˇkolskog obrazovanja sudjelovala sam na matematicˇkim
radionicama i natjecanjima sˇto me oblikovalo i usmjerilo na studij matematike.
Odlucˇila sam se za studij na Prirodoslovno-matematicˇkom fakultetu u Zagrebu. Zavrsˇetkom
preddiplomskog studija stekla sam titulu sveucˇilisˇnog prvostupnika matematike. Na istom
fakultetu sam upisala diplomski studij Teorijske matematike te ocˇekujem da c´u diplomirati
u srpnju, 2017. godine.
Tijekom studiranja, aktivno sam sudjelovala u internacionalnim ljetnim sˇkolama za
studente matematike na kojima sam prosˇirila znanje matematike i upoznala studente iz
drugih zemalja i njihova iskustva sa studija. Takoder sam bila demonstratorica iz velikog
broja kolegija na fakultetu.
2014. godine sam nagradena stipendijom za izvrsnost grada Zagreba, a u travnju 2017.
godine mi je dodjeljena pohvalnica Prirodoslovno-matematicˇkog fakulteta za izuzetan us-
pjeh na diplomskom studiju. U lipnju 2017. godine dodijeljena mi je Rektorova nagrada
Sveucˇilisˇta u Zagrebu za rad “Racionalne funkcije na krivuljama i primjena nad poljem
C” s koautorima Josipom Novakom i Veronikom Pedic´ pod vodstvom profesora Gorana
Muic´a.
U buduc´nosti bih se voljela akademski baviti matematikom na presjeku algebre, te-
orije brojeva i kompleksne analize te mi je plan upisati doktorski studij na Prirodoslovno-
matematicˇkom fakultetu. U slobodno vrijeme igram odbojku i stolni tenis, sviram gitaru,
posjec´ujem kazalisˇta i sˇetam prirodom.
